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 ١

  المقدمة
ينا محمد عليه وعلى آلـه وصـحبه        ب والصلاة والسلام على خاتم الأنبياء والمرسلين؛ ن       ،الرحيمبسم االله الرحمن    

  :بعدأفضل الصلاة وأتم التسليم أما 
  

لاشك في أن لا شي يعادل الرياضيات فهي بتركيبها الدقيق غنية بصورة لا تضاهيها أي مادة فـي دقتهـا وقـوة         
قها، والنظرية المبرهنة رياضيا تكون بمثابة يقين عقلي مطلق بصرف النظر إذا كان منطبقـا               منطقها وشدة تناس  

.. معطيـات القـضية مـع تواليهـا         .. الأهم أن يتسق البناء المنطقي مع نفـسه         .. على الواقع أم غير منطبق      
 يعنيها بعد ذلـك انطباقهـا       المبرهنة الرياضياتية مكتملة مطلقاً في صحتها وترابطها ولا       .. فرضياتها مع نتائجها    

أما في العلوم الإخبارية والتجريبية فوسائلها الحواس والتصورات ومدى التنـاغم           .. على الواقع أو تصديقها له      
لذا رأينا علوم الفلك والفيزياء تتعرض للتصديق والتكـذيب، فتبطـل النظريـات الجديـدة        .. والصدق مع الواقع    

مثل كيفية الإبصار وطبيعة الكهرباء وعلوم الفلـك        . .تحصىريخ العلوم تكاد لا     القديمة والشواهد على ذلك في تا     
أمـا فـي العلـوم      .. لهذه الأسباب سميت المبرهنة الرياضية للدلالة على يقينها         . والتصورات حول الكون و الخ    
هنة الرياضاتية، لهذا   لا يرقى لليقين المطلق الذي تحظى به المبر       . .تصورمجرد  .. التجريبية والإخبارية فالنظرية    
وهذا يعني تماما أن مهمة تكوين العقل الناقـد وتمليكـه أدوات       " .. ملكة العلوم   " السبب سميت الرياضيات بلقب     

  ومقاييس 
 المجـرد ولا    الرياضـي  هي مهمة تتعلق مباشرة وبالضرورة بـالمنطق         –الحكم ومفاهيم الصح والخطأ المجردة      

تطبيقية والفيزياء فكلها لا تعدو أمثلة، وذلك لا ينفي بأي حال أن التطور الـذي               تتعلق بالحساب أو بالرياضيات ال    
الفيزيـاء  ( مع التجريـب    ) بشقيه الاستقرائي والاستنتاجي    ( ثمرة اتحاد الاستدلال الرياضي     " حققه الإنسان هو    

  ٠)وعلوم الفلك بشكل خاص 

  إضاءة
 مبهر فهو مادة إيقاظ الفكر وشحذ المواهب وبناء العقول    يتمتع علم الرياضيات بجاذبية خاصة وسحر أخّاذ وبريق       

، أن مادة الرياضيات هي مادة البناء في أبحاث الفضاء والفلك والأجهزة الإلكترونية التي دخلت جميـع مجـالات         
  …الحياة وتغلغلت بها وانتقلت بالناس من عالم إلى عالم آخر 

  
نفس إلى دراستها والبحث فيها إلا أنها في كثير مـن الأحيـان             وبالرغم من أن الرياضيات مادة مشوقة ، تميل ال        

  .وذلك بسبب عدم استيعابنا لأصولها ونظريتها وقوانينها . تكون حجر عثرة أمام الكثيرين منا 
  

  !!ومما لاشك فيه أن هذا العجز عن الفهم لم يكن عيباً في ذات المادة ولكنه نابع من ذاتنا نحن 
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 ٢

   علم الرياضياتتعريف/ المبحث الأول 
  :التاليعرف علماء الرياضيات هذا العلم بعدة تعريفات هي على النحو 

  
يتعامـل مـع العقـل      ) المعرفة التالية تعتمد على معرفة سابقة       ( هو علم تراكمي البنيان     : عرفه بعضهم فقال    • 

(  حل مـسائل     –ليات   عم – قواعد ونظريات    -البشري بصورة مباشرة وغير مباشرة ويتكون من أسس ومفاهيم          
حيث تتم المعرفـة فيـه وفقـا    . وبرهان يتعامل مع الأرقام والرموز ويعتبر رياضة للعقل البشري  ) حل مشكلات   

لاقتناع منطقي للعقل يتم قبل أو بعد حفظ القاعدة ، ويقاس تمكن لدارس من علم الرياضيات بقدرته ونجاحه فـي                    
  مناسبوتقديم البرهان ال) المشكلة ( حل المسالة 

  
على أنها دراسة البنية، الفضاء، و التغير، و بشكل عـام علـى             ''' ]]الرياضيات[['''تعرف  :فقالوعرفها بعضهم   • 

و بشكل أكثر عمومية، تعرف الرياضيات علـى     .  المجردة باستخدام المنطق و التدوين الرياضي      يةأنها دراسة البن  
  .أنها دراسة الأعداد و أنماطها

  
يتعامل مع العقـل    ) ... .المعرفة التالية تعتمد على معرفة سابقه       (إنه علم تراكمي البنيان     :الفقوعرفه بعضهم   • 

حل مـسائل   – عمليات   – قواعد ونظريات    –أسس ومفاهيم   :ويتكون من   . .مباشرةالبشري بصورة مباشرة وغير     
  يويعتبر رياضة للعقل البشر. ويتعامل مع الأرقام والرموز .. وبرهان ) حل مشكلات (
  

يتم قبل أو بعد حفظ القاعدة ويقاس تمكن الدارس من علـم            . .. حيث تتم المعرفة فيه وفقا لاقتناع منطقي للعقل         
  ".وتقديم البرهان المناسب ) المشكلة(الرياضيات بقدرته ونجاحه في حل المسألة 

  
  
  

  

  

  

  

  

  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


  ناحمد حماد شعبا/ ذاالأست إعدادالوافي في الرياضيات                     كتاب 
 

 ٣

  الأولالفصل 
  علماء الرياضيات إلى الرياضيات عبر العصور

 أبو جعفر محمد بن الحسن نصر الدین الطوسي
ھو العلامة أبو جعفر محمد بن الحسن نصر الدین الطوسي عاش وتُوفيّ في بغداد أیام آخر 

) ھجریة ٦٧٢ ـ٥٩٧( خلفاء بني العباس المعتصم وذلك فیما بین 
 ) . میلادیة ١٢٧٤ـ١٢٠١( الموافق 

عالماً فذاً في الریاضیات والفلك ، فقد عُرف بین أصدقائھ وذویھ كان 
والجدیر بالذكر أنھ كان یجید ) علاّمة (وعلماء المشرق والمغرب بلقب 

اللغات اللاتینیة والفارسیة والتركیة مما أعطتھ القدرة على السیطرة 
 . على شتّى المعارف 

 -:أعمالھ 
كمال الدین بن یونس الموصلي ( رتلقى نصر الدین علمھ عن العالم الكبی

 . فغرس فیھ حب الكتب وقد أبدع في علم الریاضیات بجمیع فروعھ ) 
 . ـ فكان لھ فضل كبیر في تعریف الأعداد الصم 

ـ أشتھر بعلمي الھندسة حساب المثلثات فكتب أول كتاب فیھماكان 
 ) شكل القطاعات( متداولاً في جمیع أنحاء المعمورة وأسم ھذا الكتاب 

 .وھو یحوي على حساب المثلثات فقط 
ـ نقل كتاب إقلیدس إلى الغة العربیة ونشر بحثاً یتركز حول موضوعات 

 .إقلیدس 
ـ أولى أھتماماً ملموساً بالھندسة الفوقیة أو الھندسة الاّإقلیدیسیة التي بُنیت على أسس 

 .نتقاد عبر العصور تناقض ھندسة إقلیدس التي كان یقتقد بأنھا لیست قابلة للتغییر والإ
 -:مؤلفاتھ 

مؤلفاً في حقول مختلفة منھا علم حساب المثلثات ١٤٥ألف نصر الدین طوسي أكثر من 
  والجبر والجغرافیا والطبیعیات والمنطق

  
 عمرالخیّام

الخیّام النیستابوري عاش فیما  ھو أبو الفتح عمر بن إبراھیم
 ( ھجریة٥٢٥ ـ٤٤٠(بین

 كان یشتغل في صغره بصنع) . دیة میلا١١٣١ـ١٠٤٨( الموافق 
 ( بالخیّام(وبیع الخیام ولذا كنيّ

أستقر  وقد أكثر من التنقل في طلب العلم منذ نعومة أظفاره حتى
 . ھجریة٤٦٦في بغداد عاد 

 أبدع في كثیر من فنون المعرفة مثل الریاضیات والفلك واللغة
  والفقھ والتاریخ والأدب

 
  -: أعمالھ

علم الجبر ، وكان إقلیدس قد حل  ھتماماً خاصاً بالقدار الجبري وھو یبحث فيـ أھتم الخیّام ا
الحدین  مرفوعاً إلى قوة أسھ أثنان فأبتكر الخیّام نظریة ذات فقط المقدار الجبري ذا حدین
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  . المرفوعة إلى أس أي عدد صحیح موجب
 . ج= ب س  + ـ حل كثیر من معادلات الدرجة الثانیة والتي على صیغة ا س

من الدرجة الأولى والثانیة  ـ كما عكف على البحث في علم الجبر فدرس المعادلات الجبریة
 .والثالثة

نوعھا عبر العصور وأستخر  وعالج المعادلات التكعیبیة معالجة منھجیة منتظمة نادرة في
 . الجذور لأیة درجة

د حدودھا فأبدع في وحسب عد ـ أھتم بتصنیف المعادلات ذات الدرجة الثالثة حسب درجاتھا
 . ذلك إبداعاً كبیراً

نجد الخیّام حل الكثیر من المسائل  ـ كذلك قام بإدخال علم الجبر على علم حساب المثلثات لذا
 . والرابعة المثلثات مستعملاً معادلات جبریة ذات الدرجة الثالثة المستعصیة في علم حساب

  . ـ تشعب اھتمامھ حتى حوى علم الفلك
طرف علماء الریاضیات  دراسة ھندسة إقلیدس المشروحة والمعلق علیھا منـ ركز على 
  المسلمین

  
  الخوارزمي

 
حوالي ) (أبو جعفر(الخوارزمي أبو عبد االله محمد بن موسى 

، كان من اوائل علماء الریاضیات المسلمین  )٨٤٥ حوالي - ٧٨١
 .حیث ساھمت اعمالھ بدور كبیر في تقدم الریاضیات في عصره

ت عائلتھ من مدینة خوارزم في خراسان إلى بغداد في العراق، انتقل
 في دار ٨٣٣ و ٨١٣انجز الخوارزمي معظم ابحاثھ بین عامي 

و نشر اعمالھ باللغة . الحكمة، التي أسسھا الخلیفة المأمون
ویسمیھ الطبري في . العربیة، التي كانت لغة العلم في ذلك العصر

المجوسي القطربلّي ، نسبة محمد بن موسى الخوارزمي : تاریخھ
اللقب مجوسي یتناقض مع بدء . إلى قریة قُطْربُلّ من ضواحي بغداد

ابتكر الخوارزمي . بالبسملة) الجبر والمقابلة(الخوارزمي لكتابھ 
مما اعطاه (مفھوم الخوارزمیة في الریاضیات و علم الحاسوب، 

و منھا (ي العدید من اللغات عند البعض، حتى ان كلمة خوارزمیة ف)لقب ابو علم الحاسوب
algorithmاشتقت من اسمھ، بالاضافة لذلك، قام الخوارزمي باعمال ھامة في )  بالانكلیزیة

ادت اعمالھ المنھجیة و المنطقیة . حقول الجبر و المثلثات والفلك و الجغرافیة و رسم الخرائط
 العلم اخذ اسمھ من كتابھ في حل المعادلات من الدرجة الثانیة إلى نشوء علم الجبر، حتى ان

، و انتقلت ھذه الكلمة إلى العدید من اللغات ٨٣٠حساب الجبر و المقابلة، الذي نشره عام 
)Algebraفي الانكلیزیة .(  
  
  
  

 لیونارد أویلر
  

عالم ریاضیات و فیزیاء سویسري المولد عاش من 
 ، و قد عمل معظم الوقت في سان ١٧٨٣ حتى ١٧٠٧

ل برنوللي ، ثم في برلین بدعوة من بطرسبرغ حیث تبع آ
فریدریك الأكبر ، و لقد اشتھر بقدرتھ على إنجاز 
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العملیات المعقدة ذھنیا ، و واصل عملھ حتى بعد فقد بصره ، و یعتبر واحدا من أعظم 
 ورقة بحثیة و كتابا منھجیا اھتمت بكل ٤٠٠الریاضیین عبر التاریخ ، فقد نشر أكثر من 

 ورقة ظھرت بعد وفاتھ ، و كانت أھم ٣٥٠با ھذا بالإضافة إلى فروع الریاضیات تقری
إسھاماتھ في الھندسة التحلیلیة و الحساب و حساب المثلثات و بالتالي إسھامھ في توحید كل 

  الریاضیات
  
  

     إقلیدس
  

عالم ریاضیات إغریقي من اسكندریة القرن الثالث قبل 
لھندسة في المیلاد ، تنسب إلیھ أول معالجة موضوعیة ل

كتابھ الأصول أو العناصر ، و یعالج ھذا الكتاب كذلك 
التناسب و العدد بما في ذلك الأعداد اللامنطقیة ، و لقد 

كتب إقلیدس أعمالا في علم الفلك و القطوع المخروطیة ، 
و قد وصل كتاب الأصول إلى الغرب مترجما عن العربیة ، 

دسة المدرسیة ، و أحدث تغییرا عمیقا ، و لم تكن كتب الھن
  و حتى وقت قریب إلا ترجمات لإقلیدس

  
  
  
  
  

 فیتاغورس
                                                              
  

فیلسوف و عالم ریاضیات و ناسك إغریقي عاش نحو 
 قبل المیلاد، و أسس مدرسة فكریة أثرت ٣٨٠ -  ٣٠٠

 یعتقدون بأن على أفلاطون ، و كان فیثاغورس  و أتباعھ
 كل شيء عدد معترفین بالطبیعة 

  
  
  
  
  
  

 ھنري لوكاس
  

 ١٨٤٢ عالم ریاضیات إنكلیزي عاش في الفترة بین 
  ١٨٩١و 
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      أندریان ماري لیجاندر
  

 ، ١٨٣٣ و ١٧٥٢عالم ریاضیات فرنسي عاش بین 
أوجد نتائج مھمة عدیدة و بخاصة في نظریة الأعداد 

التعاكس التربیعي ، و نشر كتابا الأولیة ، و قانون 
منھجیا في مبادئ الھندسة ، كما نشر أعمالا حول 
المذنبات و المسح الأرضي ، و عین في عدد من 

  المناصب الرسمیة  
  
  
  
  
  
  

 بییر دي فیرمات
  

محام و عالم ریاضیات ھاو فرنسي عاش بین 
 و ینسب إلیھ تأسیس نظریة ١٦٦٥ و ١٦٠١

اب الإحتمالات باستقلالیة الأعداد الحدیثة ، و حس
عن باسكال ، و كذلك اكتشاف الھندسة التحلیلیة 
باستقلالیة عن دیكارت ، و قد تحصل على نتائج 

متطورة في مجالي أسس الھندسة التحلیلیة و 
حساب التفاضل ، و لكنھ لم یتمكن من نشرھا ، و 

أعلن أنھ برھن المسألة غیر المحلولة الشھیرة 
 ھنة فیرما الأخیرةالمعروفة باسم مبر

  
  
  

  أوغستین لویس كوشي
  

عالم ریاضیات و فیزیاء فرنسي عاش في الفترة من 
 ، كان لأعمالھ التي تمیزت بالدقة ١٨٥٧ إلى ١٧٨٩

تأثیر عظیم على معظم فروع الریاضیات ، و بخاصة 
وضع أسس التحلیل الحدیث بدلالة النھایات و الإستمرار ، 

غیرات عقدیة ، و بعد انتھاء و طور نظریة الدوال في مت
خدماتھ كمھندس في القوة التي كانت تعد لغزو نابلیون 

لبریطانیا و التي لم تتم ، و شجعھ على متابعة نشاطھ في 
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الریاضیات العالم لابلاس و العالم لاغرانج  و أصبح أستاذا للریاضیات في مدرسة البولیتكنیك 
ائھ السیاسیة و الدینیة رفض أن یقسم یمین ، و السوربون ، و كلیة فرنسا ، و بسبب آر

 فنفي مع حفید تشارلز العاشر ، و عینتھ جامعة تورینو في ١٨٣٠الولاء للویس فلیب سنة 
منصب كرسي استاذیھ أنشئ من أجلھ ، و لكنھ تركھ لتعلیم حفید تشارلز العاشر ، و لقد نشر 

ودة و انتشار الموجات ، كما  عملا ، تتضمن مقالات حول التكاملات المحد٧٨٩ما مجموعھ 
  نشر أوراق بحثیة في الھندسة و نظریة الأعداد و المرونة و نظریة الخطأ و الفلك و الضوء

  
  
  

 كریستیان ھیجنز
  

عالم فلك و جبر و ریاضیات ھولندي عاش في 
 و قد ساھمت أعمالھ ١٦٩٥ إلى ١٦٢٩الفترة من 

  في التحلیل إلى اكتشاف الحسبان
  
  
  
  

             سینماران میر
 
  

عالم نظریة الأعداد و فیلسوف و لاھوتي و راھب 
 مكنھ ١٦٤٨ و ١٥٨٨فرنسي عاش في الفترة بین 

ترحالھ الكثیر أن یكون قناة اتصال بین أكادیمیین 
أوروبیین أمثال دیكارت و غالیلیو و فیرما و باسكال 

  و ھیغنز ، كما أوحى باختراع ساعة البندول
  
  
  

  ابن باجّھ
  

أبو بكر محمد بن یحیى بن الصائغ التُجیبي، السرقسطي، المعروف بابن باجّھ، أول ھو 
مشاھیر الفلاسفة العرب في الأندلس، كما انصرف في حیاتھ، فضلاً عن الفلسفة، إلى 

وبرز في الطب خاصة . السیاسة، والعلوم الطبیعیة، والفلك، والریاضیات، والموسیقى والطب
سنة ) المغرب(ي تلك الصنعة، فدسوا لھ السم، فتوفي في فاس حتى أثار حفیظة زملائھ ف

ویسرد ابن أبي أصیبعة لائحة بثمانیة وعشرین مؤلفاً ینسبھا إلى ابن باجّھ، تقع في .  ھـ٥٢٩
فمن تألیفھ في . شروح أرسطوطالیس، تألیف اشراقیة، ومصنفات طبیة: ثلاث فئات مختلفة

كتاب التجربتین على أدویة بن (، )لمفردة لجالینوسكلام على شيء من كتاب الأدویة ا: (الطب
  )كلام في المزاج بما ھو طبي(، و )كتاب اختصار الحاوي للرازي(، )وافد
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 برغوث ابن
ھو محمد بن عمر بن محمد، المعروف بابن برغوث، من علماء الأندلس في الریاضیات 

ه ابن صاعد الأندلسي وقال أنھ ذكر.  ھـ٤٤٤والھیئة، في القرن الخامس الھجري، توفي سنة 
متحققاً بالعلوم الریاضیة، مختصاً منھا بإیثار علم الأفلاك، وحركات الكواكب (كان 

وكان یشتغل بالأرصاد مع عدد من أصدقائھ وزملائھ، منھم ابن اللیث، وابن ). وأرصادھا
 الجلاب، وابن حيّ
  ابن عراق

 
كي من أھل خوارزم، وكان من أساتذة ھو أبو نصر منصور بن علي بن عراق، ریاضي وفل

 ٤٠٨لا نكاد نعرف من حیاتھ سوى أنھ رافق البیروني إلى غزنة سنة . أبي الریحان البیروني
رسالة في (من آثاره .  ھـ٤٢٥ھـ وأرسل إلیھ بضع عشرة رسالة، وقد توفي في حدود السنة 

وذكر .  م١٩٣٦ سنة في برلین) كراوس(، طبعھا )إصلاح شكر من كتاب منلاوس في الكریات
 )الدوائر التي تحد الساعات الزمانیة(و ) المجسطي الشاھي: (من مؤلفاتھ

 
 ابن البنَّاء

عرف بابن البناء لأن أباه كان . ھو أبو العباس أحمد بن محمد بن عثمان الأزدي المراكشي
 أو ٧٢١سنة بنّاءً، كما اشتھر بلقب المراكشي لأنھ أقام في مراكش ودرّس فیھا، وفیھا مات 

ولد في غرناطة، وقیل في مراكش، ویختلف مترجموه في سنة ولادتھ، فیجعلونھا .  ھـ٧٢٣
  . ھـ٦٥٦ ھـ و ٦٣٩بین 

وكان عالماً . تبحّر ابن البنَّاء في علوم متنوّعة، إلا أنھ اشتھر خاصة في الریاضیات وما إلیھا
اب، والھندسة، والجبر، والفلك، مثمراً، وضع أكثر من سبعین كتاباً ورسالة في العدد، والحس

وقد . ضاع معظمھا، ولم یعثر العلماء الإفرنج إلا على عدد قلیل منھا نقلوا بعضھ إلى لغاتھم
  .تجلّى لھم فضل ابن البناء على بعض البحوث والنظریات في الحساب والجبر والفلك

الذي یُعد من ) لحسابكتاب تلخیص أعمال ا(قامت شھرة ابن البنَّاء على كتابھ المعروف باسم 
وقد بقي معمولاً بھ في المغرب حتى نھایة القرن السادس عشر . أشھر مؤلفاتھ وأنفسھا

فضلاً عن ھذا الكتاب . للمیلاد، كما فاز باھتمام علماء القرن التاسع عشر والقرن العشرین
بلة، والثاني وضع ابن البنَّاء كتابین، أحدھما یسمى كتاب الأصول والمقدمات في الجبر والمقا

ولابن البنَّاء كذلك رسالة في الھندسة، وأزیاج في الفلك، كما لھ كتاب . كتاب الجبر والمقابلة
 ویتناول الجداول الفلكیة وكیفیة عملھا) كتاب المناخ(باسم 

 اللجائي ابن
وجاء . ھو أبو زید عبد الرحمن بن أبي الربیع اللجائي، الفاسي، اشتغل بالفلك والریاضیات

كان للجائي آیة في فنونھ، ومن بعض أعمالھ أنھ اخترع إسطرلاباً ملصوقاً : ( أبن قنفذعن
بالجدار، والماء یدیر شبكتھ، فیأتي الناظر فینظر إلى ارتفاع الشمس، وكم مضى من النھار، 

   ھـ٧٧٣وقد توفي سنة ...). وكذلك ینظر ارتفاع الكواكب باللیل
  
  
  
  
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


  ناحمد حماد شعبا/ ذاالأست إعدادالوافي في الرياضيات                     كتاب 
 

 ٩

 الخوام ابن
علي عبد االله بن محمد بن عبد الرزّاق الحربوي، المعروف بابن الخوام، ھو عماد الدین أبو 

 ھـ وعاش في بغداد فكان رئیس أطبائھا، وفیھا توفي سنة ٦٤٣طبیب وریاضي، ولد سنة 
في ) القواعد البھائیة(، و )مقدّمة في الطب(، )رسالة الفراسة(وذكر من تصانیفھ .  ھـ٧٣٦

  الحساب
  
  
 
 المجدي ابن

عباس شھاب الدین أحمد بن رجب بن طنبغا، المعروف بابن المجدي، عالم ریاضي ھو أبو ال
قال .  ھـ٨٥٠ ذي القعدة سنة ١٠ ھـ، وفیھا توفي في ٧٦٠وفلكي، ولد بالقاھرة سنة 
صار رأس الناس في أنواع الحساب، والھندسة، والھیئة، (السخاوي في ترجمتھ أنھ 

اشتغل، وبرع في الفقھ، والنحو، : (السیوطيوقال ). والفرائض، وعلم الوقت بلا منازع
ترك آثاراً عدیدة وصلنا بعضھا في مكتبات ...). والفرائض، والحساب، والھیئة، والھندسة

إرشاد الحائر إلى (، )الدر الیتیم في صناعة التقویم: (القاھرة ولیدن وأكسفورد، وأشھرھا
 )دیل زحلتع(، )تعدیل القمر(في علم الھیئة، ) تخطیط فضل الدوائر

 الخیاط ابن
ھو أبو بكر یحیى بن أحمد المعروف بابن الخیاط، طبیب، ریاضي، مھندس وفلكي، من علماء 

، ولخص عنھ ترجمتھ ابن )طبقات الأمم(ذكره صاعد في . الأندلس في القرن الخامس الھجري
ثم . لھندسةقال صاعد أنھ كان أحد تلامیذ أبي القاسم المجریطي في علم العدد وا. أبي أصیبعة

  ھـ٤٤٧وكانت وفاتھ بطلیطلة سنة . مال إلى أحكام النجوم فبرع فیھا
 السمح ابن

أخذ فیھا عن . ھو أبو القاسم اصبغ بن محمد بن السَمْح المھدي الغرناطي، من علماء الأندلس
وردت ترجمتھ في كتاب . أبي القاسم المجریطي، وبرع في الریاضیات، والھیئة، وعني بالطب

). عیون الأنباء(لصاعد الأندلسي، وعن صاعد نقل ابن أبي أصیبعة في كتاب ) ت الأممطبقا(
) المدخل إلى الھندسة( ھـ ومن مؤلفات ابن السمح ٤٢٦وتوفي ابن السمح في غرناطة عام 

، كتاب )كتاب طبیعة العدد(في الأعمال التجاریة، ) ثمار العدد(في تفسیر كتاب إقلیدس، كتاب 
 )زیج على مذھب السندھند(، )كتاب العمل بالإسطرلاب(، )رلابفي صنعة الإسط(

  مسعود ابن
 

ھو جمشید بن محمود بن مسعود الملقب بغیاث الدین، ولد في النصف الثاني من القرن الثامن 
انتقل إلى سمرقند بدعوة من . للھجرة في مدینة كاشان، ولذلك یعرف بالكاشاني وبالكاشي

وفي سمرقند ألف معظم .  في علوم الحساب والفلك والطبیعةوفیھا ظھر نبوغھ) أولغ بك(
وقد توفي ابن مسعود في أوائل القرن التاسع للھجرة، تاركاً مجموعة من المؤلفات، . كتبھ
الرسالة (في علم الفلك، ) نزھة الحدائق(، )كتاب زیج الخاقاني في تكمیل الایلخاني: (أھمھا

في المثلثات، ) رسالة الجیب والوتر( إلى قطرھا، في تعیین نسبة محیط الدائرة) المحیطیة
  الذي استخدم فیھ الكسور العشریة وفائدة الصفر) مفتاح الحساب(
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 بن أبي عیسى أبو بكر
ھو أحمد بن عمر بن أبي عیسى الأنصاري، ریاضي وحاسب، من علماء الأندلس في القرن 

 كان متقدماً في العدد والھندسة :وقال) طبقات الأمم(الرابع الھجري، ذكره ابن صاعدة في 
 والنجوم، فكان یجلس لتعلیم ذلك أیام الحكم

 ابن سینا
ھو أبو على الحسین بن عبد االله بن الحسن بن على بن سینا، الملقب بالشیخ الرئیس، 
فیلسوف، طبیب وعالم، ومن عظام رجال الفكر في الإسلام ومن أشھر فلاسفة الشرق 

ثم انتقل بھ أھلھ إلى .  ھـ٣٧٠الفارسیة في صفر من سنة ) شنةأف(ولد في قریة . وأطبائھ
وفي بخارى تعمق . بخارى حیث كانت الفارسیة لغة البلاط، والعربیة لغة الدیوان والمراسلات

ثم . في العلوم المتنوعة من فقھ وفلسفة وطب، وبقي في تلك المدینة حتى بلوغھ العشرین
، ومنھا إلى جرجان ) ھـ٤٠٢ - ٣٩٢(شر سنوات انتقل إلى خوارزم حیث مكث نحواً من ع

وبعد ذلك رحل إلى ھمذان وبقي فیھا تسع سنوات، ومن ثم دخل في خدمة علاء . فإلى الري
وھكذا أمضى حیاتھ متنقلاً حتى وفاتھ في ھمذان، في شھر شعبان سنة . الدولة بأصفھان

  ھـ٤٢٧
 الخازن أبو جعفر

الخراساني، عالم ریاضي فلكي من أبناء القرن الرابع ھو أبو جعفر محمد بن الحسین الخازن 
لا نكاد نعرف شیئاً یذكر من حیاتھ سوى أنھ خدم ابن العمید، وزیر ركن الدولة . الھجري
قیل أنھ أول عالم ). كتاب المسائل العددیة(و ) كتاب زیج الصفائح: (ولد من الكتب. البویھي

 وع المخروط، كما بحث في المثلثات على أنواعھاحلّ المعادلات التكعیبیة ھندسیاً بواسطة قط
 الصفّار ابن

ھو أبو القاسم أحمد بن عبد االله بن عمر القرطبي، من ریاضیي الأندلس في القرن الخامس 
، )طبقات الأمم(ترجم لھ ابن صاعد الأندلسي في . الھجري، ومن تلامذة أبي القاسم المجریطي

ندسة والنجوم، وقعد في قرطبة لتعلیم ذلك، فتخرج علیھ كان متحققاً بعلم العدد والھ: (وقال
ومن آثار ابن الصفّار زیج مختصر على مذھب السندھند، وكتاب ). عدد من مشاھیر العلماء
وقد خرج من قرطبة على أثر الفتنة، فانتقل إلى دانیة، وفیھا كانت . في العمل بالإسطرلاب
  ھـ٤٢٦وفاتھ حوالي السنة 

 الشاطر ابن
ھو أبو الحسن بن علي بن إبراھیم بن محمد بن المطعم، المعروف بابن الشاطر، أحد ریاضیي 

كان موقِّتاً في .  ھـ٧٧٧ ھـ وتوفي فیھا سنة ٧٠٤ولد بدمشق سنة . القرن الثامن للھجرة
 الجامع الأموي، عالماً بآلات الرصد وبعلم الفلك، وألف بھذین العلمین

 بن العطار أبو الحسن
 الحسن علاء الدین علي ابن إبراھیم، المعروف بابن العطار، نسبة لأبیھ الذي كان ھو أبو

 ھـ ٧٢٤ ھـ، وكان نشیطاً في الحساب، وتوفي سنة ٦٥٤ولد سنة . عطاراً بدمشق
 البتَّاني

ھو ابن عبد االله محمد بن سنان بن جابر الحراني المعروف باسم البتاني، ولد في حران، 
وھو من . و ینتمي إلى أواخر القرن الثاني وأوائل القرن الثالث للھجرةوتوفي في العراق، وھ

أعظم فلكیي العالم، إذ وضع في ھذا المیدان نظریات مھمة، كما لھ نظریات في علمي الجبر 
 وحساب المثلثات
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 البغدادي
 ھـ ودرس فیھا ٥٥٧ھو موفق الدین أبو محمد عبد اللطیف البغدادي، ولد في بغداد سنة 

ثم رحل إلى مصر حیث تعمق في .  والفقھ، والقرآن، والحدیث، والحساب، والفلكالأدب
، كما تخصص في الطب على ید موسى )الكیمیائي(الفلسفة والكیمیاء، على ید یس السیمیائي 

انتقل إلى دمشق لیشتغل بدراسة العلوم الطبیة مدة من الزمن، ثم عاد إلى . بن میمون الطبیب
وكان . ئف التدریس في الأزھر الشریف أیام العزیز ابن صلاح الدینمصر لیتسلم إحدى وظا

وفي أواخر حیاتھ عاد البغدادي . التدریس بالأزھر شرفاً لا ینالھ إلا من ینالھ الحظ من العلماء
   ھـ٦٢٩إلى دمشق وحلب حیث توفي سنة 

ن أحوال مصر وفیھ تحدث ع) الإفادة والاعتبار(من أھم ما وصلنا من مؤلفات البغدادي كتاب 
كما یتضمن الكتاب وصفاً للنباتات والحیوانات التي رآھا في مصر، مع ذكر . وما شاھده فیھا

  التفاصیل الدقیقة، والإشارة إلى الخصائص الطبیة للأعشاب
  
 
 الرشید الرازي أبو

 ٥٣٠الرشید مُبَشِّر بن أحمد بن علي، رازي الأصل، بغدادي المولد والدار، ولد سنة  ھو أبو
والمقابلة،  اشتغل بالریاضیات وبرع فیھا، ولاسیما في الحساب وخواص الأعداد، والجبر،. ھـ

الكتب لخزائن الكتب  اعتمده الخلیفة الناصر لدین االله في اختیار. والھیئة، وقسمة التركات
یھ فلق. الأیوبي إلى بلاد الموصل بالدار الخلیفیة، وأرسلھ موفداً إلى الملك العادل بن أبي بكر

  ھـ٥٨٩في نصیبین وتوفي ھناك سنة 
 الكوھي أبو سھل

ھو أبو سھل وَیْجَن بن وشم الكوھي، من العلماء الذین اشتغلوا في الریاضیات والفلك ومراكز 
أصلھ من طبرستان، قدم بغداد وبرز في النصف الثاني من . الأثقال، في عھد الدولة البویھیة

رفة بالھندسة وعلم الھیئة، متقدماً فیھما إلى الغایة وكان حسن المع(القرن الرابع الھجري، 
. واشتھر بصنع الآلات الرصدیة، وإجراء الأرصاد الدقیقة. على قول ابن العبري) المتناھیة

فرصد فیھ . وقد عھد إلیھ شرف الدولة الرصد في المرصد الذي بناه في بستان داره ببغداد
ا بحث في مراكز الأثقال، فتوسع فیھا واستعمل كم. الكوھي الكواكب السبعة تنقلھا وأبراجھا
وللكوھي رسائل ومؤلفات في الریاضیات والفلك نذكر . البراھین الھندسیة لحل بعض مسائلھا

كتاب الأصول في تحریكات كتاب (، )كتاب صفة الإسطرلاب(، )كتاب مراكز الأكر: (بعضھا
  ھـ٣٩٠ حوالي السنة وكانت وفاة الكوھي). البركار التام والعمل بھ(، )إقلیدس

 البوزجَاني
ھو أبو الوفاء محمد بن یحیى بن إسماعیل بن العباس البوزجاني، من أعظم ریاضیي العرب، 

ولد في بوزجان، وھي بلدة صغیرة بین . ومن الذین لھم فضل كبیر في تقدم العلوم الریاضیة
 بأبي عمرو قرأ على عمھ المعروف.  ھـ٣٢٨ھراة ونیسابور، في مستھل رمضان سنة 

المغازلي، وعلى خالھ المعروف بأبي عبد االله محمد بن عنبسة، ما كان من العددیّات 
ولما بلغ العشرین من العمر انتقل إلى بغداد حیث فاضت قریحتھ ولمع اسمھ . والحسابیات

  وظھر للناس إنتاجھ في كتبھ ورسائلھ وشروحھ لمؤلفات إقلیدس ودیوفنطس والخوارزمي
فباشر في .  ھـ أبا حیان التوحیدي إلى الوزیر ابن سعدان٣٧٠م أبو الوفاء سنة وفي بغداد قد

  وقدمھ إلى أبي الوفاء) الامتاع والؤانسة(داره مجالسھ الشھیرة التي دوّن أحداثھا في كتاب 
وقد انتخب لیكون أحد . وفي بغداد قضى البوزجاني حیاتھ في التألیف والرصد والتدریس

 ٣وكانت وفاتھ في .  ھـ٣٧٧،شأه شرف الدولة، في سرایة، سنة أعضاء المرصد الذي أ
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  . ھـ على الأرجح٣٨٨رجب 
یعتبر أبو الوفاء أحد الأئمة المعدودین في الفلك والریاضیات، ولھ فیھا مؤلفات قیمة، وكان 
من أشھر الذین برعوا في الھندسة، أما في الجبر فقد زاد على بحوث الخوارزمي زیادات 

وھو أول من ) ظلّ( لعلاقة الجبر بالھندسة، وھو أول من وضع النسبة المثلثیة تعتبر أساساً
استعملھا في حلول المسائل الریاضیة، وأدخل البوزجاني القاطع والقاطع تمام، ووضع 

الجداول الریاضیة للماس، وأوجد طریقة جدیدة لحساب جدول الجیب، وكانت جداولھ دقیقة، 
ن صحیحاً إلى ثمانیة أرقام عشریة، ووضع البوزجاني بعض  درجة كا٣٠حتى أن جیب زاویة 

المعادلات التي تتعلق بجیب زاویتین، وكشف بعض العلاقات بین الجیب والمماس والقاطع 
  ونظائرھا

فوضع كتاباً . وظھرت عبقریة البوزجاني في نواح أخرى كان لھا الأثر الكبیر في فن الرسم
. ویقصد بالكونیا المثلث القائم الزاویة) ار والكونیاكتاب في عمل المسطرة والبرك(عنوانھ 

  وفي ھذا الكتاب طرق خاصة مبتكرة لكیفیة الرسم واستعمال الآلات ذلك
كتاب ما یحتاج إلیھ العمال : ولأبي الوفاء، غیر ما ذكر، مؤلفات قیمة، ورسائل نفیسة، منھا

، كتاب فیما یحتاج إیھ والكتاب من صناعة الحساب وقد اشتھر باسم كتاب منازل الحساب
الصناع من أعمال الھندسة، كتاب إقامة البراھین على الدائر من الفلك من قوس النھار، كتاب 

تفسیر كتاب الخوارزمي في الجبر والمقابلة، كتاب المدخل إلى الأرتماطیقي، كتاب معرفة 
  الدائر من الفلك، كتاب الكامل، كتاب استخراج الأوتار، كتاب المجسطي

صة القول أن البوزجاني أبرع علماء العرب الذین كان لبحوثھم ومؤلفاتھم الأثر الكبیر وخلا
كما كان من الذین مھّدوا السبیل . في تقدم العلوم، ولا سیما الفلك، والمثلثات، وأصول الرسم

  لإیجاد الھندسة التحلیلیة، بوضعھ حلولاً ھندسیة لبعض المعادلات، والأعمال الجبریة العالیة
 

 المجریطي
 ھـ، وتوفي ٣٤٠في الأندلس، في سنة ) مدرید(ولد أبو القاسم سلمة بن أحمد بمدینة مجریط 

اھتم بدراسة العلوم الریاضیة، فتعمق بھا حتى .  ھـ عن سبعة وخمسین عاما٣٩٧ًفي سنة 
ء، كما أنھ اشتغل بالعلوم الفلكیة وكانت لھ فیھا مواقف وآرا. صار إمام الریاضیین في الأندلس

  فضلاً عن الكیمیاء وسائر العلوم المعروفة
في (، غایة الحكیم )في الكیمیاء(رتبة الحكم : ترك المجریطي مؤلفات علمیة متنوعة أھمھا

  وقد نُقل إلى اللاتینیة) الكیمیاء
وقد . عني المجریطي بزیج الخوارزمي وزاد علیھ، ولھ رسالة في آلة الرصد، وبالإسطرلاب

ي مختلف فروع الریاضیات كالحساب والھندسة، فضلاً عن مؤلفاتھ في ترك أبحاثاً قیمة ف
ومن الدراسات المھمة التي . واھتم المجریطي كذلك بتتبع تاریخ الحضارات القدیمة. الكیمیاء

  ركز علیھا المجریطي علم البیئة
ید وفي الخاتمة نقول أن المجریطي یع صاحب مدرسة مھمة في حقل العلوم، تأثر بآرائھا العد
من العلماء اللاحقین، أمثال الزھراوي الطبیب الأندلسي المشھور، والغرناطي، والكرماني، 

  وابن خلدون الذي نقل عن المجریطي بعض الآراء التي أدرجھا في مقدمتھ
 

 السراج أحمد بن
. ھو أحمد بن أبي بكر بن علي بن السراج، عالم ریاضي من أبناء القرن الثامن الھجري

رسالة في الربع المجنّح في معرفة جیب القوس (، )مسائل ھندسیة: (نفاتھیعرف من مص
  )رسالة في تسطیح الكرة(، و )وقوس الجیب
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 أبو معشر البلخي
ھو أبو معشر جعفر بن محمد بن عمر البلخي، من كبار علماء النجوم في الإسلام، ومن 

ولد في بَلْخ، ). ألبوماسر(أوسعھم شھرة في أوروبا منذ القرون الوسطى، وھو یعرف باسم 
شرقي خراسان، وقدم بغداد طلباً للعلم، فكان منزلھ في الجانب الغربي منھا بباب خراسان، 

وكان أولاً من أصحاب الحدیث، ثم دخل في علم الحساب ). الفھرست(على ما جاء في 
 ٢٧٢ رمضان سنة ٢٨سكن واسط وفیھا مات في . والھندسة، وعدل إلى علم أحكام النجوم

  .ھـ
ترك أبو معشر مصنّفات جمّة في النجوم، وذكر منھا ابن الندیم بضعة وثلاثین كتاباً، ومن 

كتاب المدخل الكبیر الذي ترجم وطبع عدة مرات، كتاب أحكام تحاویل : الآثار التي وصلتنا منھ
لوف سني الموالید الذي ترجم أیضاً وطبع عدة مرات، كتاب موالید الرجال والنساء، كتاب الأ
في بیوت العبادات، كتاب الزیج الكبیر، كتاب الزیج الصغیر، كتاب الموالید الكبیر، كتاب 

الموالید الصغیر، كتاب الجمھرة، كتاب الاختیارات، كتاب الأنوار، كتاب الأمطار والریاح وتغیر 
الأھویة، كتاب السھمین وأعمار الملوك والدول، كتاب اقتران النحسین في برج السرطان، 

  كتاب المزاجات، كتاب تفسیر المنامات من النجوم، كتاب الأقالیم
  
 

 الحاسب أبو كامل
ھو أبو كامل شجاع بن أسلم بن محمد بن شجاع، الحاسب، المصري، مھندس وعالم 

عاش في القرن الثالث للھجرة، ولم تذكر عنھ المصادر العربیة القدیمة ما یزیل . بالحساب
وكان فاضل ): (أخبار العلماء بأخبار الحكماء(جاء في كتاب . ھالغموض المحیط بتاریخ حیات

وذكره ابن الندیم في ). ولھ تلامیذ تخرجوا بعلمھ. وقتھ، وعالم زمانھ، وحاسب أوانھ
ویعتبر من أعظم علماء الحساب في العصر الذي ). لسان المیزان(ابن حجر في ) الفھرست(

  تبع عصر الخوارزمي
كتاب الجمع والتفریق، : ي الریاضیات والفلك وغیر ذلك، منھاذكر للحاسب عدة مؤلفات ف

كتاب الخطأین، كتاب كمال الجبر وتمامھ والزیادة في أصولھ ویعرف بكتاب الكامل، كتاب 
ویمكن . الوصایا بالجبر والمقابلة، كتاب الجبر والمقابلة، كتاب الوصایا بالجذور، كتاب الشامل

وكذلك . اً على كتب الخوارزمي، وأوضح بعض القضایا فیھاالقول أن أبا كامل قد اعتمد كثیر
: ولھ كتب أخرى مثل. أوضح في مؤلفاتھ مسائل كثیرة حلّھا بطریقة مبتكرة لم یسبق إلیھا

، كتاب مفتاح )درس فیھ أسالیب الطیران(كتاب الكفایة، كتاب المساحة والھندسة، كتاب الطیر 
وكان وحید .  وكذلك بكتبھ في الجبر والحسابواشتھر برسالة المخمس والمعشر،. الفلاحة

عصره في حلّ المعادلات الجبریة، وفي استعمالھا لحلّ المسائل الھندسیة، وقد بقي أبو كامل 
 الحاسب مرجعاً لبعض علماء أوروبا حتى القرن الثالث عشر للمیلاد

 قرَّه ثابت بن
 ھـ، وامتھن الصیرفة، كما ٢٢١ھو ثابت بن قرّه وكنیتھ أبو الحسن، ولد في حرّان سنة 

نزح من حرّان إلى كفرتوما حیث التقى الخوارزمي الذي أعجب بعلم . اعتنق مذھب الصائبة
وقد قدمھ الخوارزمي إلى الخلیفة المعتضد، وكان المعتضد یمیل . ثابت الواسع وذكائھ النادر

ویروى أنھ . لیھإلى أھل المواھب ویخص أصحابھا بعطفھ وعطایاه، ویعتبرھم من المقربین إ
وقد توفي في بغداد سنة . أقطع ثابت بن قره، كما أقطع سواه من ذوي النبوغ، ضباعاً كثیرة

   ھـ٢٨٨
أحب ثابت العلم، لا طمعاً في كسب یجنیھ ولا سعیاً وراء شھرة تعلیھ، إنما أحبّھ لأنھ رأى في 

محصورة في حقل من ولما كانت المعرفة غیر . المعرفة مصدر سعادة كانت تتوق نفسھ إلیھا
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حقول النشاط الإنساني، ولما كانت حقول النشاط الإنساني منفتحة على بعضھا بعضاً، فإن 
  فضول ثابت بن قره حملھ على ارتیادھا كلھا، ومضیفاً إلى تراث القدامى ثمار عبقریتھ الخلاقة

 أنھ لم وفي مضمار علم الفلك یؤثر. مھّد ثابت بن قره لحساب التكامل ولحساب التفاضل
یخطئ في حساب السنة النجمیة إلا بنصف ثانیة، كما یؤثر اكتشافھ حركتین لنقطتي الاعتدال 

  إحداھما مستقیمة والأخرى متقھقرة
ولثابت أعمال جلیة وابتكارات مھمة في الھندسة التحلیلیة التي تطبق الجبر على الھندسة، 

د المتحابة، كما یعزى إلیھ تقسیم ویعزى إلیھ العثور على قاعدة تستخدم في إیجاد الأعدا
  الزاویة ثلاثة أقسام متساویة بطریقة تختلف عن الطرق المعروفة عند ریاضیي الیونان

وقد ظھرت عبقریة ثابت بن قره، فضلاً عن العلوم الریاضیة والفلكیة، في مجال العلوم الطبیة 
  أیضاً

: اب عیون الأنباء، أشھرھاترك ثابت بن قرّه عدة مؤلفات شملت علوم العصر، وذكرھا كت
كتاب في المخروط المكافئ، كتاب في الشكل الملقب بالقطاع، كتاب في قطع الاسطوانة، كتاب 

في العمل بالكرة، كتاب في قطوع الاسطوانة وبسیطھا، كتاب في مساحة الأشكال وسائر 
في أن الخطین البسط والأشكال المجسمة، كتاب في المسائل الھندسیة، كتاب في المربع، كتاب 

المستقیمین إذا خرجا على أقلّ من زاویتین قائمتین التقیا، كتاب في تصحیح مسائل الجبر 
بالبراھین الھندسیة، كتاب في الھیأة، كتاب في تركیب الأفلاك، كتاب المختصر في علم 

الھندسة، كتاب في تسھیل المجسطي، كتاب في الموسیقى، كتاب في المثلث القائم الزاویة، 
تاب في حركة الفلك، كتاب في ما یظھر من القمر من آثار الكسوف وعلاماتھ، كتاب المدخل ك

إلى إقلیدس، كتاب المدخل إلى المنطق، كتاب في الأنواء، مقالة في حساب خسوف الشمس 
والقمر، كتاب في مختصر علم النجوم، كتاب للمولودین في سبعة أشھر، كتاب في أوجاع 

 المدخل إلى علم العدد الذي ألفھ نیقوماخوس الجاراسیني ونقلھ ثابت الكلى والمثاني، كتاب
  إلى العربیة

 
 أبو القاسم الإنطاكي

، ریاضي ومھندس، ومن أعلام )بالمجتبي(ھو أبو القاسم علي بن أحمد الإنطاكي، الملقب 
تھ ولد في إنطاكیة، وانتقل إلى بغداد، فاستوطنھا حتى وفا. مھندسي القرن الرابع للھجرة

وكان على .  ھـ، وكان من أصحاب عضد الدولة البویھي والمقدمین عنھ٣٧٦حوالي السنة 
وأشار القفطي وابن الندیم إلى عدد من . نبوغھ في الھندسة والعدد، مشاركاً في علوم الأوائل

، )شرح إقلیدس(، )تفسیر الأرثماطیقي(، )التخت الكبیر في الحساب الھندي: (آثاره، منھا
یبحث في الموازین التي تعمل لتحقیق صحة أعمال ) الموازین العددیة(، )المكعباتكتاب في (

  الحساب
 

 الحارثي أبو الفضل
ھو مؤید الدین أبو الفضل بن عبد الكریم بن عبد الرحمن الحارثي، طبیب، ریاضي، مھندس، 

 كان في أول أمره.  ھـ٥٩٩ ھـ وتوفي سنة ٥٢٩ولد في دمشق سنة . أدیب ونحوي وشاعر
واشتغل بعلم الھیئة وعمل . نجاراً ثم تعلم ھندسة إقلیدس لیزداد تعمقاً في صناعة النجارة

ولھ كتب ورسائل في الطب والفلك وغیرھا، . الأزیاج، ثم درس الطب، كما أتقن عمل الساعات
  )كتاب في الأدویة(، )كتاب في معرفة رمز التقویم(منھا 
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 البیروني
ویروى أنھ .  ھـ٣٦٢بي الریحان البیروني، ولد في خوارزم عام ھو محمد بن أحمد المكنى بأ

. ارتحل عن خوارزم إلى كوركنج، على أثر حادث مھم لم تعرف ماھیتھ، ثم انتقل إلى جرجان
ومن جرجان عاد إلى كوركنج . والتحق ھناك بشمس المعالي قابوس، من سلالة بني زیاد

ولكن وقوع خوازم بید . دیھم حظوة كبیرةحیث تقرب من بني مأمون، ملوك خوارزم، ونال ل
الغازي سبكتكین اضطر البیروني إلى الارتحال باتجاه بلاد الھند، حیث مكث أربعین سنة، على 

وقد جاب البیروني بلاد الھند، باحثاً منقباً، مما أتاح لھ أن یترك مؤلفات قیمة لھا . ما یروى
ة ومنھا إلى خوارزم حیث توفي في حدود وقد عاد من الھند إلى غزن. شأنھا في حقول العلم

   ھـ٤٤٠عام 
ترك البیروني ما یقارب المائة مؤلف شملت حقول التاریخ والریاضیات والفلك وسوى ذلك، 

كتاب الآثار الباقیة عن القرون الخالیة، كتاب تاریخ الھند، كتاب مقالید علم الھیئة : وأھم آثاره
 المسعودي في الھیئة والنجوم، كتاب استخراج وما یحدث في بسیطة الكرة، كتاب القانون

الأوتار في الدائرة، كتاب استیعاب الوجوه الممكنة في صفة الإسطرلاب، كتاب العمل 
بالإسطرلاب، كتاب التطبیق إلى حركة الشمس، كتاب كیفیة رسوم الھند في تعلم الحساب، 

ي، كتاب الصیدلیة في الطب، كتاب في تحقیق منازل القمر، كتاب جلاء الأذھان في زیج البتان
كتاب رؤیة الأھلة، كتاب جدول التقویم، كتاب مفتاح علم الھیئة، كتاب تھذیب فصول 

الفرغاني، مقالة في تصحیح الطول والعرض لمساكن المعمورة من الأرض، كتاب إیضاح 
الأدلة على كیفیة سمت القبلة، كتاب تصور أمر الفجر والشفق في جھة الشرق والغرب من 

  .الأفق، كتاب التفھیم لأوائل صناعة التنجیم، كتاب المسائل الھندسیة
ساھم البیروني في تقسیم الزاویة ثلاثة أقسام متساویة، وكان متعمقاً في معرفة قانون تناسب 

وقد اشتغل بالجداول الریاضیة للجیب والظل بالاستناد إلى الجداول التي كان قد . الجیوب
فضلاً عن ذلك قام . واكتشف طریقة لتعیین الوزن النوعي. انيوضعھا أبو الوفاء البوزج

كما شرح . البیروني بدراسات نظریة وتطبیقیة على ضغط السوائل، وعلى توازن ھذه السوائل
كیفیة صعود میاه الفوارات والینابیع من تحت إلى فوق، وكیفیة ارتفاع السوائل في الأوعیة 

وقد نبّھ . ن اختلاف أشكال ھذه الأوعیة وأحجامھاالمتصلة إلى مستوى واحد، على الرغم م
 إلى أن الأرض تدور حول محورھا، ووضع نظریة لاستخراج محیط الأرض
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 ١٦

  

  
علاقة الأشكال والزوایا علم الھندسة ھو دراسة مختلف أنواع الأشكال وصفاتھا ، كما أنھا دراسة 

الھندسة المستویة والھندسة الفراغیة ، : والمسافات ببعضھا ، وتنقسم الھندسة البسیطة إلى جزأین 
وفي الھندسة المستویة تدرس الأشكال التي لھا بعدین فقط ، أي التي لھا طول وعرض ، أما 

فرغات مثل متوازیات المستطیلات الھندسة الفراغیة فتدرس الھندسة في ثلاثة أبعاد ، وتتعامل مع م
أي مع الأشكال ... ، والمجسمات الأسطوانیة ، والأجسام مخروطیة الشكل ، والأجسام الكرویة ، الخ 

  :التي لھا طول وعرض وسمك ، ویمكن وضع تقسیم لأنواع ھذا العلم بالترتیب أدناه

 زوایاوال والخطوط النقط في یبحث الریاضیات من فرع Geometry : الھندسة )١
 .الآخر ببعضھا بعضھا وعلاقة وخصائصھا قیاسھا حیث من والمجسمات والسطوح
الكرویة،  الفراغیة، الھندسة المستویة، الھندسة الھندسة :كثیرة منھا أقسامھا
 بإعادة تعنى الوصفیة وھي الھندسة الأقسام ھذه إلى  یضاف .التحلیلیة الھندسة
 فن إلى بالنسبة خاصة أھمیة ذات وتعتبر مستویة بأخرى الفراغیة الأشكال تمثیل
  .العمارة

 دراسة فیھ تجري الھندسة من فرع Analytic Geometry : التحلیلیة الھندسة )٢
 معادلات بین جبریة علاقات طریق عن المختلفة المنحنیات بین الھندسیة العلاقات
 وبییر كارتدی رینیھ من كل اكتشفھا .معینة إحداثیات إلى منسوبة المنحنیات تلك تمثل
  الآخر عن بمعزل فیرما دو

 الأشكال في یبحث الھندسة من فرع Solid Geometry : الفراغیة الھندسة )٣
  .والمكعبات كالمخاریط المجسمة

 بدراسة یعنى الھندسة من فرع Spherical Geometry : الكرویة الھندسة )٤
  .كرة سطح على المرسومة الأشكال

 الأشكال في یبحث الھندسة من فرع Plane Geometry : المستویة الھندسة )٥
 أو زوایا أو خطوطا تكون قد الأشكال وھذه .واحد Plane مستوى في الواقعة
  .إلخ مضلعات أو دوائر أو مستویة مثلثات

أما المصطلح . إذن فالھندسة كعلم ھي عملیة ریاضیة تتعلق بالزوایا والخطوط وحساباتھا )٦
ت والصناعات فقد تعمق بشكل مفصل وأصبح الحدیث للھندسة والخاص بتطبیقات التقانا

یخص حقول الفیزیاء والكیمیاء المختلفة، كالكھرباء والإلكترون والذرة والمیكانیك والطاقة 
  .وغیرھا
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 ١٧

 

  
  ).لا یوجد لھا أبعاد( .تشیر إلى مكان في الفراغ ولا یوجد لھا سمك ولا عرض ولا طول   :  النقطة

  
   بدایة ولیس  لھ  نھایة لیس لھ  : صفات  المستقیم  

  من نقطة واحدة یمر ما لا نھایة من المستقیمات   
  في  نقطتین مختلفتین یمر مستقیم واحد فقط   
  على المستقیم  ما  لا  نھایة من النقاط   
     

  )أي یوجد لھا بدایة ونھایة ( ھي  جزء من مستقیم محدود بنقطتین :  القطعة المستقیمة 
  

   مستقیم لھ بدایة ولیس لھ نھایة ھو جزء من: الشعاع 
  
  

  تنتج عن شعاعین یخرجان من رأس مشترك: الزاویة  
 
  
   

مبني من قطع مستقیمة تتصل ببعضھا البعض في سلسلة لیست على استقامة : الخط المنكسر 
  .واحدة

  
  تھما المستقیمان اللذان لا یلتقیان أبداً  أي البعد بینھما ثاب:المستقیمان المتوازیان 

  
  : اشارة التوازي ھي

  
b  a  یعني أن  المستقیمین  a   َو    b  متوازیان   
  

  ھما  قطعتان واقعتان على مستقیمین متوازیین  :القطعتان المتوازیتان 
  
  
  
  
  
  

  
  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


  ناحمد حماد شعبا/ ذاكتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأست
 

 ١٨

  
  :المستقیمان المتعامدان

  
  زاویة  قائمة  ھما مستقیمان متقاطعان یُكونان بینھما 

  : ھواإنتب
  .المستقیمان قد یقعان في كل اتجاه، شرط أن تكون الزاویة بینھما قائمة

  

  : إشارة التعامد ھي
  

a     b المستقیمین "      یعني أنa َو bمتعامدان ."  

   :المضلع
  ھو  خط  منكسر مغلق  : التعریف 

  :               في  كل  مضلع  یوجد 
 ي  القطع  المستقیمة التي  تركب المضلع ھ:  أضلاع   .١
 .ھي  نقاط الإلتقاء  بین كل ضلعین :  رؤوس   .٢
 .تتكون في  كل  رأس  من  رؤوس  المضلع :   زوایا     .٣
 .ھو قطعة تصل بین رأسین غیر متجاورین في المضلع:   قطر      .٤

  )طبعا المثلث  ھو مضلع لكنھ  لا  یحتوي  على  اقطار :  إنتبھ  (  
 عدد الزوایا=  عدد  الرؤوس =  الأضلاع  دد  ع .٥

        
  : الأضلاع عدد  تصنف  المضلعات  حسب  

  
    زوایا٣   رؤوس  ٣   أضلاع   ٣ولھا   :      المثلثات                .١
    زوایا٤   رؤوس  ٤   أضلاع   ٤ولھا   :      الأشكال الرباعیة     .٢
    زوایا٥   رؤوس  ٥   أضلاع   ٥ولھا   :      الأشكال  الخماسیة   .٣
    زوایا٦   رؤوس  ٦   أضلاع   ٦ولھا   :      الأشكال السداسیة    .٤
    زوایا٧   رؤوس  ٧   أضلاع   ٧ولھا   :      الأشكال  السباعیة   .٥

  ..........................................وھكذا  
  

  :القانون  لعدد  أقطار  المضلع  
  
                             ×  n  (  n-  3( )              ھو  عدد  أضلاع  المضلع n  بحیث ان ( 

                                                                             ٢  
  

      6 ×   )6 – 3(      =  ٩    أقطار        ٩لھ    أضلاع  ٦مضلع  ذو     :مثال  
                                                                                     2   

  : القانون لعدد  الاقطار من الرأس  الواحد 
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 ١٩

  
                n  -  3  )                   ھو  عدد  أضلاع  المضلع nبحیث ان   ( 
  

 4  =  3  -  7     أقطار من كل  رأس  ٤  أضلاع  لھ  ٧  مضلع  ذو   :مثال  
  

  ) :في المضلع(الضلعان المتجاوران 
  

  .ھما ضلعان في المضلع لھما رأس  مُشترك
 في الشكل الخماسي ھذا ھما متجاوران لأن لھما رأسًا مشتركًا B C وَ A Bالضلعان : مثال

B.  
  
  
  
  
  

  
  ) :في المضلع(الرأسان المتجاوران 

  
  )أي  یربط  بینھما  ضلع  مشترك  ( عھما رأسان في المضلع ینتمیان إلى نفس الضل

  .في كل رأس من رؤوس المضلع تتكوّن  زاویة  للمضلع
  .عندما نتحدّث عن زوایا المضلع فإننا نقصد فقط لزوایاه الداخلیة

  
  AB   ھما  رأسان متجاوران ینتمیان  إلى  نفس  الضلع  B  والرأس    Aالرأس :    مثال

    
 A    یجاور  الرأس    B الرأس               بكلمات أخرى 

  
      
  

  
  
  
  

  ) :في المضلع(الزاویتان المتجاورتان 
  

  ) .یربط بینھما ضلع  مشترك   (  ھما  زاویتان في  المضلع  رأساھما  متجاوران 
  ھما زاویتان متجاورتان ) ∢C وَ ∢B( في المضلع في الرسمة، الزاویتان المعلّمتان 

   C     تجاور  الزاویة     Bالزاویة  :  رى                 بكلمات أخ
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 ٢٠

  
  

  :الضلعان المتقابلان في الشكل الرباعي 
  

  ).غیر متجاورین(ھما ضلعان لا یوجد بینھما رأس مشترك 
 
  
  

  :الرأسان المتقابلان في الشكل الرباعي 
  

  ).غیر متجاورین(ھما رأسان لا ینتمیان إلى نفس الضلع 
  
 
 

  :بلتان في الشكل الرباعي الزاویتان المتقا
  

  ) غیر  متجاورین(  ھما زاویتان رأساھما متقابلان  
  
  

  :القطر  في  المضلع  
  

  .ھو قطعة  تصل بین رأسین غیر متجاورین  في المضلع
  

  :ھناك أربع إمكانیات لموقع القطر في المضلع
  

 ).الرسمة أ(أن یقع بكاملھ في المضلع  •
  ).رسمة بال(أن یقع بكاملھ خارج المضلع  •
  ).الرسمة ج(أن یقع قسمٌ منھ في الداخل وقسمٌ منھ في الخارج  •
 ).الرسمة د(أن یقع قسم منھ على ضلع  •

  
  ).القطع المتقطعة ھي أمثلة لأقطار(     : أمثلة                          

  
  
  
  
  
 

  .في المثلث لا یوجد أقطار لأن كل رأسین فیھ ھما متجاوران
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 ٢١

  :المضلع المُحدَّب

  .١٨٠°ھو مضلع یحوي في  داخلھ  كلَّ أقطاره وھو مضلع كل زاویة داخلیة فیھ أصغر من  

   

  

  
  )  :المضلع  الغیر  محدب  المقعّر (
  
   ) ١٨٠°فیھ زاویة منعكسة أكبر من ( ھو  مضلع یقع أحد أقطاره خارجھ (
 
  
  
  
  
  
  

  :المضلع المنتظِم 
  
  .ویةھو مضلع كل أضلاعھ متساویة وكل زوایاه متسا 
  

  :أمثلة

  
  

  :  قانون  لحساب  قیمة الزاویة الداخلیة في المضلع المنتظم  
  

 n (  ×  180– 2 (    )             عدد أضلاع المضلع nبحیث أن        ( 
                                                                             n  

  
 وزوایاه أضلاعھجمیع : تذكر ( قانون  لحساب  قیمة الزاویة الخارجیة  في المضلع المنتظم  

     )متساویة 
  

                              360            )  عدد أضلاع المضلع nبحیث أن (          
                                                                 N  
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  :   ١مثال   

      180 ×  )3- 2(    = 60    °=  في  المثلث  المتساوي  الأضلاع   قیمة الزاویة  الداخلیة  
                                                                                                   3    

  
            360    =  120 °=            في  المثلث  المتساوي  الأضلاع   قیمة الزاویة  الخارجیة 

                                                                                                     3  
    :2مثال  

  
          180 ×  )4 - 2(  =    90 °          =    قیمة الزاویة  الداخلیة       في المربع    

                                                                                          4        
  
 360  =            90° =          قیمة الزاویة  الخارجیة       في المربع    

                                                                                      ٤  
  
          180 ×  )5 - 2(     = 108° =              قیمة الزاویة  الداخلیة       في المخمس    

                                                                                         5        
  

  
  .تتكوّن من شعاعَین خارجین من نقطة مشتركة:     تعریف  الزاویة  

   
  .نُسمي الشعاعین ساقي الزاویة

   
  .النقطة التي یخرج منھا الشعاعان تُسمى رأس الزاویة
  .الشعاعان الخارجان من رأس مُشترك یكونان زاویتین

 .زاویة التي نقصدھایشیر رسم القوس عادة إلى ال

  
   

  ).بین الساقین» الفتحة«(كُبْر الزاویة یُحدَّد بحسب مقدار دوران أحد الشعاعین بالنسبة للآخر 
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 :صنّف الزوایا إلى أنواع مختلفةنُ

   :الزاویة الحادّة        

  . زاویة قائمةھي زاویة أصغر من 

     .٩٠ oمقدار الزاویة الحادة أصغر من 

  :الزاویة المنفرجة   
  

  .ھي  زاویة أكبر من الزاویة القائمة وأصغر من الزاویة المستقیمة
   

    ).لا یشملھما(  o١٨٠    و     ٩٠ o مقدار الزاویة المنفرجة ھو بین
  
  : لزاویة القائمة       ا

  
  .ھي كل زاویة من الزاویتین الناتجتین من تنصیف زاویة مستقیمة

   
      .٩٠ o: مقدار الزاویة القائمة

     :في الرسم نُشیر عادة إلى الزاویة القائمة ھكذا
  

  یمكن فحص الزاویة القائمة بواسطة قُرنة مستطیلة أیّا كانت 
                                    :ھكذا) مثلا، بطاقة مستطیلة(
  :لزاویة المستقیمة   ا

  
  .  مستقیمًاساقاھاھي الزاویة التي یُشكِّل 

 ).٣٦٠ o  فیھالأن الدورة الكاملة( ١٨٠ o :مقدار الزاویة المستقیمة  

  :الزاویة المنعكسة    
  .)منعكسة( ١٨٠0 من  ھي زاویة أكبرBزاویة المضلع التي رأسھا 
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 ٢٤

  
   : المتجاورتان الزاویتان

  : ل متجاورتان إذا كان ص̂ ع  ، ع ص̂تكون الزاویتان  س 

   ). عص( ، ولھما ضلع مشترك ) ص ( لھما رأس واحدة 

  في جھتین  ) ل ص  ،  س ص( الضلعان المتطرفان 

   ) . عص(مختلفتین من الضلع المشترك 

   متكاملتان تقاطع  مستقیم وشعاع نقطھ بدایتھ تقع على ھذا المستقیم الزاویتان المتجاورتان الحادثتان من      
  استقامھ واحدةاذا كانت الزاویتان متجاورتان متكاملتان فان ضلعیھما المتطرفین یكونان على        
  متعامدیناذا كانت الزاویتان المتجاورتان متتامتین فان ضلعیھما المتطرفین یكونان       

  
  .ْ  ١٨٠زوایا المتجاورة على مستقیم یساوي مجموع قیاس ال

  .ْ  ٣٦٠مجموع قیاس الزوایا المجتمعة حول نقطة یساوي 

  : بالرأس المتقابلتان الزاویتان 

  إذا تقاطع مستقیمان فإن كل زاویتان متقابلتان بالرأس متطابقتان
  ).متساویتان في القیاس (

  : المتتامتان الزاویتان 

  .ْ  ٩٠ان إذا كان مجموع قیاسھما  تكون الزاویتان متتامت

   : المتكاملتان الزاویتان 

 .ْ  ١٨٠تكون الزاویتان متكاملتان إذا كان مجموع قیاسھما 

  لاحظ أن 
  الزاویة الحادة تكملھا  زاویة منفرجة 
  الزاویة المنفرجة تكملھا زاویة حادة 
  الزاویة القائمة تكملھا زاویة قائمة 

  زاویة صفریة الزاویة المستقیمة تكملھا 
  الزاویة الحادة تتممھا زاویة حادة 

 الزاویة القائمة تتممھا زاویة صفریة 

   -:منصف الزاویة 
  ھو شعاع یقسم الزاویة إلى زاویتین 

  متساویتان فى القیاس 
  ) جـ أ ء ( ق ) = ب أ جـ ( إذا كان ق 

 س

 ل

 ص

 ع

 

  

  

* 
* 

 ب أ

 جـ ء
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 ٢٥

  فإن أ جـ یسمى منصف للزاویة ب أ ء 
 

 أنواع الزوایا الناتجة عن قطع مستقیم مستقیمین
  

  إذا قطع مستقیم مستقیمین ینتج 
  ثلاث أنواع من الزوایا 

  زوایا متبادلة ) ١(
   ٦ ، ٣     أو ٥ ، ٤مثل  

  زوایا متناظرة ) ٢(
   ٦ ، ٢   أو   ٥ ، ١مثل 
   ٧ ، ٤       أو ٨ ، ٣أو 

  زوایا داخلة ) ٣(
   ٦ ، ٤     /     ٥ ، ٣مثل 

  

  إذا قطع مستقیم مستقیمان متوازیان فإن 
  كل زاویتین متبادلتین متساویتین فى القیاس  - ١

 كل زاویتین متناظرتین متساویتین فى القیاس  - ٢
 كل زاویتین داخلیتین وفى جھة واحدة من القاطع متكاملتان  - ٣

 شروط توازى مستقیمین 
  

   إحدى الحالات الاتیة یتوازى المستقیمان إذا قطعھما مستقیم ثالث وحدثت
  زاویتان متبادلتان متساویتان فى القیاس  - ١
 زاویتان متناظرتان متساویتان فى القیاس  - ٢

  زاویتان داخلیتان وفى جھة واحدة من القاطع ومتكاملتان
  ملاحظات 

  المستقیم العمودى على أحد مستقیمین متوازیین فى المستوى یكون عمودى على الأخر ) ١(
   ٢        ل٣ فإن  ل١        ل٣   ، ل٢ل // ١ن لأى أن  إذا كا

  إذا كان كلا من مستقیمین عمودى على مستقیم ثالث كان ھذا المستقیمان متوازیان ) ٢(
  ٢ل // ١ فإن ل٣       ل٢ ، ل٣       ل١أى أن إذا كان ل

  إذا وازى مستقیمان مستقیماً ثالثاً كان ھذا المستقیمان متوازیان ) ٣(
  رى بصورة أخ

  المستقیمان الموازیان لثالث متوزیان 
  ٢ل // ١ فإن ل٣ل // ٢ ، ل٣ل // ١أى ان إذا كان ل

إذا قطع مستقیم عدة مستقیمات متوازیة وكانت أجزاء القاطع المحصورة بین ھذه المستقیمات متساویة فى ) ٤(
  اً الطول فإن الاجزاء المحصورة بینھا لاى قاطع أخر تكون متساویة فى الطول أیض

  
  
  

٢ ١ 
٤ ٣ 

٦ ٥ 

٨ ٧ 
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 ٢٦

  
  
  

  رؤوس ولا یوجد فیھ ٣ زوایا ٣ أضلاع  ٣ھو عبارة عن مضلع ذو  : تعریف المثلث
  .أقطار

ھو أن یكون مجموع كل ضلعین في المثلث أكبر من الضلع   :قانون أساسي لبناء  مثلث
  .الثالث

  .أن یكون مجموع أصغر ضلعین أكبر من الضلع الثالث:  شرط  مكافئ  
  

                       ١ + ٤ > ٦  بناء مثلث لأن  لا نستطیع  ١   ٦   ٤ ھذه الاضلاع    من :  ١مثال  
    ٥+ ٣ < ٧   نستطیع  بناء  مثلث  لأن   ٧     ٥   ٣من ھذه الأضلاع         :  ٢مثال  

  نظریات المثلث
  

  ) :١(نظریة 
  ْ ١٨٠مجموع قیاسات زوایا المثلث الداخلة تساوي 

  ْ  ١٨٠) = جـ ( ق ) + ب (  ق ) +أ ( أي أن ق 
  

  ) :٢(نظریة 
  إذا مد أحد أضلاع مثلث فإن قیاس الزاویة الخارجة الناتجة تساوي

   مجموع قیاسي الزاویتین الداخلتین للمثلث ما عدا المجاورة لھا 
   )ب ( ق ) + أ ( ق ) = س ( أي أن ق 

  
  
  

  :نتائج # 
   ) :١( نتیجة 

  ْ  ٣٦٠الخارجة تساوي   مجموع قیاسات زوایا المثلث 
  ْ ٣٦٠) = ع ( ق ) + ص ( ق ) + س ( ق :    أي أن 

  
  

   ) : ٢( نتیجة 
    إذا طابقت زاویتان في مثلث زاویتان في مثلث آخر تطابقت الزاویة الثالثة في كل منھما 

  
  
  
  
  
  
  

  

 س

 جـ

 أ

 ب

 ص

 س

 ع

 ب جـ

 أ

• 
▪ 

X 

 ص ع

 س

• 

▪ 

X 
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 ٢٧

  : المثلثات  حسب  الأضلاع  تصنیف  
  

  : متساوي الساقین  مثلث
  

  .یھ ضلعان متساویان في الطولھو مثلث ف:  تعریف  
   

  .الضلعان المتساویان في المثلث المتساوي الساقین یُسمیان الساقین والضلع الثالث یُسمى القاعدة
  .القاعدة قد تكون أطول من الساقین، أو أقصر منھما أو تُساویھما في الطول: إنتبھوا

  
  :أمثلة لمثلثات متساویة الساقین

   
  
  
  
  
  
 
  

  :الأضلاع  متساوي  مثلث
  

   .ھو مثلث كل أضلاعھ متساویة في الطول
  .المثلث المتساوي الأضلاع ھو، حالة خاصة من المثلث المتساوي الساقین: إنتبھوا

  
  

  : مختلف الأضلاع  مثلث
  

  .ھو مثلث أضلاعھ مختلفة في أطوالھا
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 ٢٨

  :تصنیف  المثلثات  حسب  الزوایا  
  
  

  : حاد الزوایا  مثلث
  .حادّة كل زوایاه ثلثمھو 

 ."مثلث حاد الزاویة"أحیانًا نُسمي ھذا المثلث 
  مثلث حاد "و" مثلث حاد الزوایا" –نقصد من المصطلحین 

  . نفس المثلث الذي فیھ كل الزوایا حادة-  "الزاویة
   
  
  

  : قائم الزاویة  مثلث
  .زاویة قائمة مثلث فیھ ھو

  .قائمة واحدة، والزاویتان الأخریان دائمًا حادّتانزاویة  في المثلث القائم الزاویة توجد فقط
    
  

  : القائم الزاویة  في المثلث
  . الزاویة القائمة الضلع القائم، والضلع الذي یُقابل الزاویة القائمة الوترضلعي نُسمي كل ضلع من 

   
  
   
  
 
  
  

  :  منفرج الزاویة  مثلث
  . زاویة منفرجة ھو مثلث فیھ

  .حادّتانزاویة توجد فقط زاویة منفرجة واحدة، والزاویتان الأخریان دائمًا في المثلث المنفرج ال
   

  :  الإرتفاع  
وطرفھا الآخر على الضلع ، ھو  قطعة مستقیمة  أحد طرفیھا  موجود في أحد الرؤوس   :تعریفھ 

  . على ھذا الضلع عموديالمقابل أو على امتداده وھو 
  .ھو أیضاً   ارتفاع في بعض المثلثات قد یكون الضلع نفسھ 

  
   h  ارتفاعات  یرمز  للارتفاع  بالحرف   ٣في  المثلث توجد    •
  .  ارتفاعات  ،  توجد  نقطة مشتركة  للارتفاعات الثلاثة  أو  امتداداتھا  ٣لكل مثلث   •
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 ٢٩

  
  
  

 :الزاویة    حاد  الإرتفاع في  المثلث 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :الإرتفاع  في  المثلث   قائم  الزاویة  
  
  

  
  

  :الإرتفاع  في  المثلث   منفرج  الزاویة  
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 ٣٠

  
  
  
  : متباینة المثلث    

   مجموع طولي ضلعین في أي مثلث أكبر من طول الضلع الثالث
  :ویمكن اثبات ذلك 

  ب جـ  فیكون┴       في المثلث أ ب جـ نرسم أ د  
   )١.... ( ب د  >     أ ب 
   )٢ ( ....جـ د >     أ جـ 

  ب جـ> أ جـ +    بالجمع أ ب 
  
  
  
إذا اختلف طولا ضلعین في مثلث فأكبرھما في الطول تقابلھ زاویة أكبر في القیاس من قیاس # 

  الزاویة المقابلة للآخر والعكس صحیح
  

=================================================  
 مجموع مربعي طولي الضلعین الآخرین فإن إذا كان مربع طول الضلع الأطول في مثلث أصغر من# 

  المثلث حاد الزوایا 
=================================================  

إذا كان مربع طول الضلع الأطول في مثلث أكبر من مجموع مربعي طولي الضلعین الآخرین فإن # 
   للضلع الأكبرالمثلث منفرج الزاویة وتكون الزاویة المنفرجة ھي الزاویة المقابلة

=================================================  
إذا كان مربع طول الضلع الأطول في مثلث مساویا لمجموع مربعي طولي الضلعین الآخرین فإن # 

  المثلث قائم الزاویة وتكون الزاویة القائمة ھي الزاویة المقابلة للضلع الأكبر 
  ))عكس نظریة فیثاغورث ((  

=================================================  
  :نظریة فیثاغورث 

   في المثلث القائم الزاویة مربع طول الوتر یساوي 
   مجموع مربعي طولي الضلعین الآخرین

  ْ ٩٠) = ب (    ق
   ٢)ب جـ  + ( ٢)أ ب  = ( ٢)أ جـ    ( 

  
================================================  

   : نتیجة
    في المثلث الثلاثیني الستیني یكون طول

  ْ  ٣٠  الضلع المقابل للزاویة التي قیاسھا 
    یساوي نصف طول الوتر

  

 أ

 جـ ب
 د

 ب جـ

 أ

 ب جـ

 أ

• 

٣٠ ْ 

٦٠ ْ 
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 ٣١

  
  
  
  

  :  حالات تطابق المثلثین      
   

  یتطابق المثلثات إذا تطابق كل ضلع ) ١ (
        في أحدھما مع نظیره في الآخر

  )ض . ض . ض       ( 
  
  
  
  مثلثان إذا تطابق في أحدھما ضلعان یتطابق ال) ٢(

       والزاویة المشتركة معھما في الرأس مع 
       نظائرھا في المثلث الآخر

  )ض . ز . ض      ( 
  
  
  
  یتطابق المثلثان إذا تطابق في أحدھما زاویتان) ٣(

       والضلع الواصل بین رأسیھما مع نظائرھا
       في المثلث الآخر 

   )ز. ض . ز     ( 
  
  
  یتطابق المثلثان قائما الزاویة إذا تطابق) ٤(

        في أحدھما وتر وضلع مع نظائرھما
        في المثلث الآخر

      
  
  
  
  
   :بعض نظریات المثلث   
  

  ) :١( نظریة 
   القطعة المستقیمة الواصلة بین منتصفي ضلعي في مثلث

    توازي الضلع الثالث وطولھا یساوي نصف طولھ
  

 س

 ع ص

 ل

 ن م

• 

 أ

 جـ ب

• 

 د

 و ھـ

 م ھـ

 ل

• 

 

X ب جـ 

 أ

• 

 

X 

 ص ع

 س

 ب جـ

 أ

ج
 ـ

 أ

 ب

 ن م
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 ٣٢

  
  

  ) : ٢(ریة نظ
    طول القطعة المستقیمة الواصلة من رأس القائمة

    إلى منتصف الوتر یساوي نصف طول الوتر
  
  :محاور أضلاع المثلث   

  محور القطعة المستقیمة ھو العمود المنصف لھا  # 
  محاور أضلاع المثلث تتقاطع في نقطة واحدة # 
  

==================  
  ) :٣(نظریة 

  قامة على أضلاع المثلث   الأعمدة الم
    من منتصفاتھا تتقاطع في نقطة واحدة

  
  

--- --- ----- ------ ----- ----- ----- ----- ----- -------  
  ) :٤(نظریة 

  منصفات زوایا المثلث تتلاقى في نقطة واحدة
  
  :نتیجة # 

   نقطة تلاقي منصفات زوایا المثلث تقع على أبعاد متساویة من أضلاعھ الثلاثة
 

   القطع المتوسطة للمثلث      
  
  ھي القطعة المستقیمة التي : القطعة المتوسطة للمثلث # 

      تصل أي رأس للمثلث بمنتصف الضلع المقابل
       أ د   قطعة متوسطة للمثلث أ ب جـ

  
  

  ) :٥(نظریة 
     القطع المتوسطة للمثلث تتلاقى في نقطة واحدة

  لرأس  من جھة ا١ : ٢   تقسم كل منھا بنسبة 
  
  

  :الأشكال  الرباعیة 
     أقطار ٢  زوایا  وَ    ٤  رؤوس  ٤  أضلاع   ٤ھي  مضلعات  لھا    :تعریف  

  

 بج

 أ

 ل

 ب أ

 أ

 جـ ب

 م
 ١و 

 ٢و 

 ٣و 

• 

 أ

 جـ ب

 م

▪ 

X 

▪ 

• X 

 أ

 جـ ب

 ھـ و م

 د

 جـ

 أ

 د ب
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 ٣٣

    ٣٦٠°مجموع  الزوایا الداخلیة في  الشكل  الرباعي  ھو   
 متوازي الأضلاع، الدلتون، المُعین، المستطیل، المربع، شبھ -نُمیِّز بین أشكال رباعیة خاصّة 

  المنحرف 
  .أشكال رباعیة غیر خاصّة، أي أنھا لا تنتمي إلى أحد الأنواع السابقة   وبین 

  
  
  

  :مثال              
  
 
  
  

  :الأشكال  الرباعیة  الخاصة  
  :متوازي الأضلاع 

   
  .ھو شكل رباعي فیھ كل ضلعین متقابلین متساویان  :تعریفھ  

  
  ". متقابلین متوازیینضلعین فیھ زوجان من شكل رباعيھو "  : تعریف  مكافئ

 
  :صفات متوازي الأضلاع

 
متوازي "ھذا ھو أیضا مصدر الاسم (كل ضلعین متقابلین في متوازي الأضلاع متوازیان  •

  ").أضلاع
  .كل زاویتین متقابلتین فیھ متساویتان •
  ).أي أن كل قُطر یقسم الآخر إلى قسمین متساویین(قطراه  یُنصِّف أحدھما الآخر  •
  .ي مركزه نقطة تقاطع قُطریھفیھ تماثل دوران •

  :لتون االد
  .ھو شكل رباعي فیھ زوجان منفردان من ضلعین متجاورین متساویین

  
  
  

في الدلتون یوجد . الرأس الموجود بین ضلعین متساویین في الدلتون یُسمى رأسًا رئیسیًا
  .رأسان رئیسیان

 "ةزاویة رئیسی"تسمى " رأسًا رئیسیًا" زاویة الدلتون التي رأسھا 
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 ٣٤

القطر الذي یصل الرأسین الرئیسیین في الدلتون یُسمى القطر الرئیسي، بینما یُسمى 
  .القُطر الآخر القُطر الثانوي

 
  
 
  
  
  

  :صفات الدلتون              
   
  

  .زاویتاه الجانبیتان متساویتان •
  .قطراه متعامدان •
  .قطره الرئیسي یُنصّف قطره الثانوي •
  . إلى مثلثین متطابقینقُطره الرئیسي یقسم الدلتون •
  .فیھ تماثل انعكاسي بالنسبة لقطره الرئیسي •
قُطره الثانوي یُكوِّن في الدلتون مثلثین متساویي الساقین، قاعدتھما المشتركة ھي  •

  .القطر الثانوي
  ).إذا كان الدلتون غیر محدب، یقع أحد المثلثین داخل الآخر(

   
  

    حاصل  ضرب  القطرین  =مساحة الدالتون  
   مجموع  أضلاعھ=  محیط  الدالتون  

  :المُعیّن 
  

  .   ھو متوازي أضلاع خاص وأیضًا  دلتون خاص:تعریفھ  
  

 .لذلك فیھ كل صفات الدلتون وصفات متوازي الأضلاع، بالإضافة إلى صفاتٍ خاصة بھ
  

  :  صفات  المُعیّن
  

  .كل ضلعین متقابلین فیھ متوازیان •
  .ساویتانكل زاویتین متقابلتین فیھ مت •
  .قطراه متعامدان •
  .قطراه ینصّف أحدھما الآخر •
  .كل قُطر فیھ ینصف زاویتین متقابلتین •

2
1
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  .فیھ تماثل انعكاسي بالنسبة لكل قطر من قطریھ •
 .فیھ تماثل دوراني؛ مركز التماثل ھو نقطة التقاء قطریھ •
  .كل قُطر یقسم المعین إلى مثلثین متساویي الساقین متطابقین •
  
  
    

  المستطیل
  .زوایاه قائمة ھو شكل رباعي كل 

   
  
  

ضافة المستطیل ھو متوازي أضلاع خاص، ولذلك فیھ كل صفات  متوازي الأضلاع بالإ
  .إلى صفاتٍ خاصة بھ

  
  :صفات المستطیل

  .كل ضلعین متقابلین فیھ متساویان •
  .كل ضلعین متقابلین فیھ متوازیان •
  . زوایا متساویة، قوائم٤ •
  .قطراه متساویان •
  .نصف أحدھما الآخر ی قطراه •
   فیھ یقسم المستطیل إلى مثلثین قائمي الزاویة ومتطابقینقطركل  •
  .فیھ تماثل دوراني؛ مركز التماثل ھو نقطة التقاء القطرین •
 فیھ تماثل انعكاسي؛ فیھ خطّا تماثل یمران في منتصفات الأضلاع المتقابلة •

  
  :المربع

  .ئمةھو شكل رباعي كل أضلاعھ متساویة وكل زوایاه قا

 
منتظم؛ المربع أیضًا ھو متوازي أضلاع خاص، وكذلك مستطیل    المربع ھو شكل رباعي

ع توجد صفات متوازي الأضلاع، المستطیل، لكل مرب. خاص ودلتون خاص ومعین خاص
  .الدلتون والمعین بالإضافة إلى صفات خاصة بھ

 .متوازیین   متقابلین  فیھ زوجان من ضلعین     :صفات المربع
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  ) ٩٠°كل زاویة  قیمتھا  (  زوایا متساویة، قوائم  ٤فیھ  •
  .قطراه متساویان •
  .قطراه متعامدان •
 .قطراه ینصّف أحدھما الآخر •

  
  . خطوط تماثل٤فیھ تماثل انعكاسي؛ فیھ  •
 .فیھ تماثل دوراني؛ مركز التماثل ھو نقطة التقاء قطریة •
كل قُطر من قُطریھ یقسم المربع إلى مثلثین متطابقین، كل منھما قائم الزاویة  •

  .ومتساوي الساقین
  

  :شبھ المنحرف 
  .ھو شكل رباعي فیھ فقط زوج واحد من ضلعین متوازیین

  :لاع شبھ المنحرف بین قاعدتین وساقیننُمیّز في أض
  

  . ھما الضلعان المتوازیان-القاعدتان 
  ).الضلعان المتقابلان غیر المتوازیین: أي( ھما الضلعان الآخران -الساقان 

  
  
  
   

  
 

  :شبھ منحرف قائم الزاویة 
  

  .ھو شبھ منحرف أحد ساقیھ عمودي على القاعدتین
 

  :شبھ منحرف متساوي الساقین 
  

  .شبھ منحرف ساقاه متساویانھو 
  

  :صفات  شبھ المنحرف المتساوي الساقین   
   

  .قُطراهُ متساویان •
  .الزاویتان  بین الساقین وكل قاعدة من القاعدتین متساویتان •
  .فیھ تماثل انعكاسي ؛ خط تماثلھ یمر في منتصفي قاعدتیھ •
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  التبریر الاستقرائي والتخمین الریاضي

  یرتكز على معطیات ومعلومات معروفة )بھدف تعلیمي (عاء عام اصدار اد: التخمین 

  النمط الذي یعتمد على اصدار ادعاء : التبریر الاستقرائي 

  ھو المثال الذي یكون فیھ الادعاء غیر صحیح : مثال مضاد 

  المنطق 
  جملة خبریة إما ان تكون صحیحة فقط او خاطئة فقط ولا تحتمل أي وضع ثالث : العبارة 

  تسمى صحة او خطا العبارة المنطقیة  قیمة الصواب لتلك العبارة :  الصواب قیمة

  یفید معنى مضاد لتلك العبارة وقیمة الصواب لھا عكس قیمة الصواب للعبارة : نفي العبارة المنطقیة 

  جملة خبریة مكونة من خبرین او اكثر : عبارة مركبة 

  جملة خبریة مكونة من خبر واحد : عبارة بسیطة 

  )^) (و(عبارة مركبة مكونة من ربط عبارتین او اكثر بأداة الربط : عبارة الوصل

  ) v) (أو(عبارة مركبة مكونة من ربط عبارتین او اكثر بأداة الربط : عبارة الفصل 

  جدول لتنظیم قیم الصواب للعبارات المنطقیة : جدول الصواب 

  العبارات الشرطیة 

   التي تتبع اذا تسمى الفرض والعبارة التي تتبع فان تسمى النتیجة العبارة: العبارة اذا  كان فان  

  ھي العبارة المكونة من فرض ومعطى ونتیجة : العبارة الشرطیة 

  تبدیل الفرض والنتیجة : العكس 

  نفي كل من الفرض والنتیجة في العبارة الشرطیة : المعكوس 

   العبارة الشرطیة نفي كل من الفرض والنتیجة في عكس: المعاكس الإیجابي 

  ھي العبارات التي لھا نفس قیم الصواب : العبارات المتكافئة منطقیا 

  ربط العبارة الشرطیة وعكسھا بأداة الربط و  : العبارة الشرطیة الثنائیة
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   نتائج منطقیة إلىخصائص للوصول ، تعاریف أو حقائق أ، ستعمل قواعد أ : التبریر الاستنتاجي

 نتائج عن طریق إلى التبریر الاستنتاجي ویستعمل للوصول أشكالاحد : ي قانون الفصل المنطق
  عبارات شرطیة صحیحة 

 نتائج مشابھھ إلى التبریر الاستنتاجي والذي یستعمل للوصول أشكالاحد : قانون القیاس المنطقي 
  لخاصیة التعدي لعلاقة المساوة

  :المسلمات والبراھین الحرة 

   برھان إلىحقیقة لا تحتاج : المسلمة 

   برھان إلىحقیقة تحتاج : النظریة 

  دلیل منطقي : البرھان 

 البرھان وفي تكتب فقرة توضح لماذا یكون التخمین لوضع معطى أنواعھو احد  :البرھان الحر
  !صحیح

   والعملیات علیھ مجموعات الأعدادھو الدلیل المنطقي الذي یستخدم خصائص :الجبريالبرھان 

  مجموعة الخطوات الجبریة التي تستعمل لحل المسائل  : یةالمناقشة الاستنتاج

  یحتوي على العبارات في عمود والمبررات في عمود مواز  : البرھان ذا العمودین

   ھو الدلیل المنطقي لا ثبات العلاقات بین الزوایا والقطع المستقیمة :الھندسيالبرھان 

  زوایا المثلث 

عبارات في ترتیب منطقي بدءا بالعبارات المعطاة وتكتب كل  تنظم سلسلة من ال:التسلسليالبرھان 
  عبارة داخل مستطیل والمبرر تحت كل مستطیل وتربط العبارات باسھم لبیان كیفیة ارتباطھما 

   بسھولة عن طریق نظریة تسمى النتیجة لتلك النظریة إثباتھا ھي العبارة التي غالبا ما یتم :النتیجة

 والجبر لا ثبات صحة الاحداثى في المستوى الأشكال الاحداثىل البرھان یستعم : الاحداثىالبرھان 
  المفاھیم الھندسیة 

  :البرھان غیر المباشر 

 تناقض مع إلى ھذا الافتراض یؤدي إن النتیجة خطا ثم تبین إنافتراض : التبریر غیر المباشر 
  المعطیات 

   ھا صحتبإثباتالافتراض خطأ النتیجة  : البرھان غیر المباشر
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  ھندسة الدائرة                            الثاني الفصل  

  
ھي المنحنى المغلق الذي جمیع نقطة على بعد متساو من نقطة معلومة في  : الدائرة )١(

  .مستواه تسمى مركز الدائرة 
 ھو القطعة المستقیمة التي أحد طرفیھا  : نصف القطر )٢(

  )قن.( مركز الدائرة والطرف الأخر نقطة تنتمي إلى الدائرة 
  .ھو قطعة مستقیمة نھایتاھا على الدائرة  : الوتر )٣(
  نق  ٢= ھو وتر مار بمركز الدائرة : القطر  )٤(

                                                      
                                                                                أ          

        ي الدائرة ھو القطر أطول وتر ف  
                         أي مستقیم یمر بمركز الدائرة ھو محور تناظر لھا 

  .                      الدائرة لھا عدد لا نھائي من محاور التناظر 
                                           

 
                                                 ل                                              

 Ф=  الدائرة  و ∩إذا كان المستقیم  ل  )١(
  فإن المستقیم یكون خارج الدائرة ویكون بعده عن المركز 

  أكبر من نصف القطر في ھذه الحالة 
      لأ                                         =     الدائرة  و ∩إذا كان المستقیم  ل  )٢(

            فإن المستقیم یكون مماس للدائرة  ویكون بعده عن المركز
             مساویا لطول نصف القطر في ھذه الحالة 

  . وتسمى النقطة أ بنقطة التماس          
  

  أ ، ب                                   =    الدائرة  و∩إذا كان المستقیم  ل )   ٣  (
     فإن المستقیم یكون قاطع للدائرة  ویكون بعده عن المركز                              ل       

  .         أصغر من طول نصف القطر في ھذه الحالة  
 

  .ھو المستقیم الذي یشترك مع الدائرة في نقطة واحدة  : سالمما  
                                                  

 
 ل ثلاث نقط لیست على استقامة واحدة تمر بھا دائرة واحدهك

    .برؤوسھ                   نقطة تقاطع الأعمدة المنصفة لأضلاع المثلث ھي مركز الدائرة المارة 
 

   
  مركز الدائرة المارة برؤوس المثلث الحاد الزوایا یقع داخل المثلث  )١(

 
 

  ملاحظات

 
..        
     

.

٠ 

 نق

 قطر
 وتر 

 وضع مستقیم بالنسبة إلى الدائرة

 أ و

 و
 

 و

 ملاحظة

)١(نظریة   

 نتیجة

 ملاحظات
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 ٤٠

نقطة تنتمي ( لزاویة یقع على المثلث مركز الدائرة المارة برؤوس المثلث القائم ا )٢(
  ) للمثلث 

  .مركز الدائرة المارة برؤوس المثلث المنفرج الزاویة  یقع خارج  المثلث  )٣(
  

   :القوس) ١
  هو مجموعة النقط المحصورة بين نقطتين على

  أ س ب يمثل القوس الأصغر"   الدائرة فمثلا
                 أ ص ب يمثل القوس الأصغر

  لم يذكر خلاف ذلك الرمز أ ب يعنى القوس الأصغر ما: ملحوظة
                                    :الزاوية المركزية) ٢

  هى الزاوية التى رأسها مركز الدائرة ويحتوى
  .كل ضلع من ضلعيها نصف قطر فى الدائرة

  أ م ب زاوية مركزية يقابلها القوس أ جـ ب < 
  ابلها القوس أ د ب  يقمنعكسةأ م ب زاوية مركزيه < 
   :الزاوية المحيطية ) ٣

  فى الدائرة" هى الزاوية التى رأسها على الدائرة ويحمل كل ضلع من ضلعيها وترا
  جـ د ب زاوية محيطية يقابلها القوس جـ ب < " : فمثلا
  . هو قياس الزاوية المركزية المقابلة له :قياس القوس)٤
  .ة  هو جزء من محيط الدائر:طول القوس ) ٥

     :هامةنتائج 
فى الدائرة الواحدة أو الدوائر المتطابقة الأقواس المتساوية فى القياس متساوية فى الطول والعكس ) ١

  .صحيح 
متساوية فى      فى الدائرة الواحدة أو الدوائر المتطابقة الأقواس المتساوية فى القياس أوتارها   ) ٢

  الطول والعكس صحيح
  . فى الدائرة يحصران قوسين متساويين فى القياسالوتران المتوازيان) ٣
  .القوسان المحصوران بين وتر ومماس يوازيه فى الدائرة متساويان فى القياس) ٤

  -:نظرية
  .الأوتار المتساوية في الدائرة تبعد أبعاد متساوية عن المركز

  :نظرية عكسية
  .الأوتار التي تبعد أبعادا متساوية عن المركز تكون متساوية
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 ٤١

  نظرية 
 معها فى المشتركةقياس الزاوية المحيطية يساوى نصف قياس الزاوية المركزية " 

  "نفس القوس 
  )أم ب< ( ق١/٢) = أجـ ب<(         ق
  . قياس الزاوية المحيطية يساوى نصف قياس القوس المقابل لها )١(نتيجة
  . فى نصف دائرة قائمة المرسومة الزاوية المحيطية )٢(نتيجة

  
                                       ):١(تمرين مشهور

  جـ د وتران فى الدائرة م، إذا كان أب 
  :  فإن } هـ {=  جـ د ∩أ ب 
   }) د ب(ق)+أجـ(ق{ ١/٢) =أهـ جـ<(ق

   }) ب جـ( ق) + أ د( ق{ ١/٢               = 
                             ) :٢(تمرين مشهور

   د وتران فى الدائرة م جـ، إذا كان أ ب 
   حيث هـ خارج الدائرة فإن } هـ {= جـ د ∩أ ب 
   }) ب د(  ق–) أ جـ( ق{ ١/٢) = هـ<(ق

  نظرية 
  " الزوايا المحيطية التى تحصر نفس القوس فى الدائرة متساوية فى القياس " 

  )هـ<(ق)=د<(ق)=جـ<(ق
  

) عدة دوائر( أو الواحدةالقياس فى الدائرة متساوية فى "  الزوايا المحيطية التى تحصر أقواسا:نتيجة 
  .متساوية فى القياس 

  عكس نظرية 
إذا تساوى قياسا زاويتين مرسومتين على قاعدة واحده وفى جهة واحده منها فإنه " 

  "فيها "  وتراالقاعدةتمر برأسيهما دائرة واحده وتكون هذا 
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  نظرية 
  " تين متقابلتين فيه متكاملتان فإن كل زاوي"  دائرياالرباعيإذا كان الشكل " 

   ° ١٨٠)=جـ<(ق) + أ<(ق )١(
  ° ١٨٠) = د<(ق) + ب(ق )٢(

  
  
  

  عكس نظرية 
 رباعي كان هذا الشكل رباعيإذا وجدت زاويتان متقابلتان متكاملتين فى شكل " 

   " دائري
زاوية  يساوى قياس الالدائري  الرباعيند أى رأس من رؤوس الشكل  عالخارجة قياس الزاوية : نتيجة 
  . للمجاورة لها المقابلةالداخلة 

   الدائري الرباعيحالات الشكل 
  :فى إحدى الحالات الآتیة "  دائرياالرباعييكون الشكل 

إذا وجدت نقطة فى المستوى داخله تبعد عن كل رأس من رؤوسه بمقدار ثابت أو إذا كانت  )١
   ثابتة على بعد ثابت من نقطة الأربعةرؤوسه 

 . ومتساويتان فى القياس كقاعدة مرسومتان على ضلع من أضلاعه إذا وجدت زاويتان )٢

 .متكاملتانإذا وجدت زاويتان متقابلتان فيه  )٣

 المقابلة الداخلةإذا وجدت زاوية خارجه عند أى رأس من رؤوسه قياسها يساوى قياس الزاوية  )٤
 . لها للمجاورة

  نظرية 
  " ئرة متساويتان فى الطول القطعتان المماستان المرسومتان من نقطة خارج الدا" 
  أ جـ = أ ب 

  
  

                                  :نتائج النظرية 
  أ جـ قطعتين مماستين للدائرة م فإن ، إذا كان أ ب 

  ) ب جـ وينصفه ⊥م أ ( م أ  محور ب جـ  )١
 ب م جـ  < م أ ينصف ، ب أ جـ < أ م ينصف  )٢

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ٤٣

   :تعريف 
نقطة تقاطع منصفات  التى تمس أضلاعه من الداخل ويكون مركزها  للمثلث هى الدائرةالداخلةالدائرة 

   زوايا المثلث الداخلية
  نظرية 

 معها فى نفس المشتركة المحيطيةقياس الزاوية المماسية يساوى قياس الزاوية " 
  " القوس 

  
   :نتيجة

  لقوس  معھا فى نفس االمشتركةقیاس الزاویة المماسیة یساوى نصف قیاس الزاویة المركزیة 
   )٢ – ٢( عكس نظرية 

   الوتر أ ب نهايتي إحدىإذا رسم أ د من " 
  فى الدائرة م بحيث كان           

  فإن) جـ< (ق)=د أ ب< (ق
  أ د مماس للدائرة عند أ

  
 ملاحظة

 
 .                              ھو طول جزء من محیط ا لدائرة طول ا لقوس )١(

   ٥ ٣٦٠=    ، قیاس ا لدائرة  ط نق٢= محیطھا = طول ا لدائرة 
  ٥ ١٨٠= ط نق     ، قیاس نصف دائرة = طول نصف دائرة 

  
  ط نق =         ط نق  ٢×  =        طول         دائرة   

  
   ٥ ٢٧٠  =  ٣٦٠× =         قیاس       دائرة    

   
 نق          ط ٢×                                                = طول ا لقوس  )٢(
 

  )ما لم یذكر خلاف ذلك (    =                نق نصف قطر ا لدائرة    ،   ط 
 
 

  ٣  
  ٤  

  ٣  
  ٤  

  ٣  
  ٤  

  ٣  
  ٢  

  ٣  
  ٤  

المركزیة المقابلةقیاس الزاویة   
٣٦٠ 
  ٢٢  

   ٧  
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 ٤٤

  الھندسة التحلیلیةالثالث الفصل 
    

  

  فإن البعد بین النقطتین أ ، ب یتعین من العلاقة  ) ٢ ، ص٢س= (، ب  ) ١ ، ص١س= ( إذا كانت أ 

  مربع فرق الصادات+ مربع فرق السینات =   ٢ )١ ص– ٢ص + ( ٢ )١ س– ٢س=     ( أ ب 

   ، ب أوجد البعد بین أ ) ٦ ، ٤= ( ، ب  ) ٢ ، ١= (            إذا كانت أ 

  

   وحدات ٥ = ٢٥ =    ١٦ +٩ =    ٢)٤ + (٢)٣ =     (٢ )٢ – ٦ + ( ٢ )١ – ٤=   (أ ب 

  

   وحدات أوجد قیمة س ٥= وكان  طول أ ب  ) ٦س ، = ( ، ب ) ٢ ، ١= (           إذا كان أ 

  

   ٥=             أ ب 

  ٠ = ٨ – س ٢ – ٢  بالتربیع       س٥ = ٢ )٢ – ٦ + (٢ )١ –س      ( 

  ٠ ) = ٢+س  )( ٤ –س                           ( ٢٥ = ٢)٤ + (٢ )١ –س   ( 

   ٢-=          س ٤=                      س ٠ = ٢٥ – ١٦ +١+س ٢ – ٢س

تقع على محیط دائرة واحدة ) ١ ، ٣(، جـ) ٤ ، ٠(، ب ) ١ ، ١-( أن النقط أ اثبت             
   ٠وأوجد طول نصف قطرھا ومحیطھا ومساحتھا ) ٢ ، ١(مركزھا م 

  
  
  

  ٥   =  ١ + ٤ =    ٢ )١ – ٢ +  ( ٢ )١ + ١=  ( م أ 

   ٥ =   ٤+١ =    ٢ )٢ – ٤ + ( ٢ )٠ – ١=    ( م ب 

     ٥  =   ١ + ٤ =  ٢ )١ – ٢ + ( ٢ )١ – ٣=  (م جـ 

   ٥=   احدة ویكون نق م جـ      أ ، ب ، جـ تقع على محیط دائرة و= م ب = م أ 

  ٢سم١٤  = ٥×   ط  × ٢=  ط نق ٢= محیط الدائرة 

  ٢سم١٥٫٧ = ٥× ط   = ٢  )٥(   ط  = ٢ط نق= مساحة الدائرة 

 البعد بین نقطتین

 مثال

 الحــــــــــــــــــــــــــل

 مثال

   @   ــــــــــــــــلالحــ   ?
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 ٤٥

  

  

  فإن  ) ٢ ، ص٢س= ( ،، ب  ) ١ ، ص١س= (  أ إحداثیاتإذا كانت 

  )ـــــــــــــــــــ ،  ـــــــــــــــ= (  منتصف أ ب إحداثیات

  أوجد منتصف أ ب  ) ٦ ، ٣= ( ، ب  ) ٢ ، ١= (        إذا كانت أ      

  

   ) ٤ ، ٢) =   (،      ) = (      ،            = (            منتصف أ ب 

   أن الشكلاثبت ) ٧ ، ٣= ( ، ء  ) ٥ ، ٦(،  جـ ) ١- ، ٥= ( ، ب  ) ١ ، ٢= (              إذا كانت أ 
   أضلاع متوازيـ ء             أ ب ج

  

  منتصف ب ء = منتصف أ جـ )        ٣ ،٤)=( ،         = (          منتصف أ جـ 
  أ جـ ، ب ء ینصف كلا منھما الاخر∴                                                                 

   ب جـ ء متوازى أضلاع  الشكل أ∴ )      ٣ ، ٤)=(،          = (          منتصف ب ء 

    

  أوجد أحداثیات النقط التى تقسم أ ب إلى أربعة  ) ٥ ، ٥= ( ، ب )  ١ ، ٣-=(            إذا كانت أ
             أجزاء متساویة 

  

  

  

   ) ٣ ، ١) = ( ،       ) = (      ،          = (              ء منتصف أ ب 

  

   ) ٢ ، ١-) = ( ،    ) = (                   ،         = (جـ منتصف أ ء 

  

  ) ٤ ، ٢) = ( ،    ) = (      ،          = (            ھـ منتصف ء ب 

  
  ) ٤ ، ٥-= ( ، ب ) ٢ ، ١= (             أوجد مركز الدائرة التى أ ب قطر فیھا  أ 

  

   )٣ ، ٢-) = (،    ) = (      ،         = (             مركز الدائرة 

  ٢س+١س
٢ 

  ٢ص+١ص
٢ 

٣+١  
٢ 

٦+٢  
٢ 

٤  
٢ 

٨  
٢ 

٦+٢  
٢ 

٥+١  
٢ 

-٧+١  
٢ 

٣+٥  
٢ 

 ب ھـ ء جـ أ

-٥+٣  
٢ 

٥+١  
٢ 

٢  
٢ 

٦  
٢ 

-١+٣  
٢ 

٣+١  
٢ 

-٢  
٢ 

٤  
٢ 

-٥+١  
٢ 

٥+٣  
٢ 

٤  
٢ 

٨  
٢ 

٥-+(١(  
٢ 

٤+٢  
٢ 

-٤  
٢ 

٦  
٢ 

     الحــــــــــــــــــل

   @   الحــــــــــــــــــل   ? مثال

 مثال

     ـــــــــــــــلالحـــ   

 مثال
      الحــــــــــــــــــل   

 مثال

 أحداثیات نقطة التنصیف
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 ٤٦

  

  میل مستقیم بمعلومیة نقطتین 

  ـــــــــــــــــــــ=   یتعین من العلاقة م   ) ٢ ، ص٢س(، ) ١ ، ص١س(المستقیم المار بالنقطتین 

  

  تین              أوجد میل المستقیم المار بالنقطتین                    أوجد میل المستقیم المار بالنقط

  ) ١ ، ٥- = ( ، ب ) ٢-  ، ١-= (أ  )                                     ٧ ، ٤( ، ) ٢ ، ١              ( 

  

  

   =     =  ـــــــــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــــ= م  =                     ــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ = م 

  
  تقیم یكون عدد حقیقى موجب أو سالب أو صفر میل المس) ١(

  )ثابت=ص(صفر  وھو المستقیم الذى معادلتھ ) = یوازى محور السینات ( میل أى مستقیم أفقى ) ٢(

  )ثابت=س(وھو المستقیم الذى معادلتھ ) غیر معرف ) =      ( یوازى محور اصادات(میل أى مستقیم رأسى) ٣(

  (      )أما إذا كان المیل سالب یكون شكلھ(      ) وجب یكون شكلھ إذا كان میل المستقیم م) ٤(

  (        )وإذا كان میلھ غیر معرف یكون شكلھ(        )   یكون شكلھ ٠=      أما إذا كان میلھ 

  = یمكن إیجاد میل مستقیم بیانیا عن طریق القانون   م ) ٥(

   ، جـ تقع على أستقامة واحدة نثبت أن المیل بإستخدام یمكن أستخدام فكرة المیل لاثبات أن أ ، ب) ٦(

       النقطتین أ ، ب یساوى المیل بإستخدام النقطتین ب ، جـ 

  

                من الشكل المقابل اوجد میل المستقیم ل

  

  

    =                     = المیل 

  

  

  

  

  ١ ص– ٢ص
 ١ س– ٢س

 مثال

 ــــــــــلالحــ

  ١ ص– ٢ص
 ١ س– ٢س

٢ – ٧   
١ – ٤  

٥  
٣ 

  ١ ص– ٢ص
 ١ س– ٢س

٢- (– ١(  
-٢-  (– ٥( 

 ٣  
-٤ 

-٣  
٤ 

 مثال

 الحــــــــــــل

١  
٠ 

  التغیر الرأسى 
 التغیر الافقــى

              
              
              
              
              
              
              
 

 مثال

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

  اسى التغیر الر
 التغیر الافقى 

٣ 

٢ 
٣  
٢ 

 المیـــــــــــــــــــــل
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 ٤٧

  

  

   متوازیان ٧+س ٢=   ، ص ٠  = ٥+ص ٣ –س ٦           إثبت أن المستقیمان 

  

   ٢م = ١                                         م٢ =      =  ١م

   المستقیمان متوازیان ∴                                            ٢ =   ٢م

  ) ١ ،٠(   والمستقیم المار بالنقطتین ٠ = ٥+ ص ٦ –            إذا كان المستقیمان أ س 

  متوازیان أوجد قیمة أ ) ٣ ، ٣(            ، 

  

     = ـــــــالمستقیمان متوازیان                       

  ١٢=  أ ٣                                   ٢م = ١         م

  ٤= أ  ــــــــــــ                                  = ــــــ     

  )١ ، ٠(ویوازى المستقیم المار بالنقطتین ) ٢ ، ١-(یم المار بالنقطة أوجد معادلة المستق

 ) ٤ ، ٥ (   

  =                                               =      المطلوب م =           =       الموازىم

   ٣+ س ٣ = ١٠ – ص ٥،=         ومیلھ) ٢ ، ١-(المستقیم المطلوب یمر بالنقطة

  ٠ = ١٣ – س ٣ –ص ٥                                                                        

  

     

   متعامدین٠ = ١+ ص ٤+  س ٦ ، ٠  = ٥+ ص ٣ –س ٢            إثبت أن المستقیمان 

  

  ١-= ×       =      ٢م ×  ١م =      =                                           ١م

   المستقیمان متعامدان∴ =      =                                  ٢م

  

 إذا توازى مستقیمین تساوى میلاھما

-٦  
-٣ 

   أ -
-٦ 

١ – ٣  
٠ – ٣  

  أ
٦ 

٢  
٣ 

٣  
٥ 

٣  
٥ 

٣  
٥ 

   ٢ –ص 
  ١+ س 

١ – ٤  
٠ - ٥ 

٣  
٥ 

 ١-=حاصل ضرب میلى المستقیمین المتعامدین

-٢  
-٣ 

٢  
٣ 

-٦  
٤ 

-٣  
 ٢ 

٢  
٣ 

-٣  
 ٢ 

 مثال

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال
     الحــــــــــــــــــل   

 مثال

   @   الحــــــــــــــــــل   ?
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 ٤٨

     
  
  

   فان ٢م : ١وكانت جـ تقسم أ ب  بنسبة م) ٢، ص٢س=(ب ،)١، ص١س= (إذا كانت أ 
  أحداثیت جـ تتعین من العلاقتین 

  كان التقسیم من الخارج     إذا كان التقسیم من الداخل                             إذا 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ=        س                      ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= س 
   

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=  ص                            ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ      = ص 
  

  أوجد أحداثیات جـ التى تقسم أ ب من الداخل  بنسبة  ) ٨ ، ٤= ( ، ب  ) ٣ ، ١-= ( مثال إذا كانت أ 
       ٣ : ٢   

                                           الحــــــــــل 
  ) س ، ص = (    بفرض أن جـ 

  
  ٥  =ــــــ= ـــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــ = ص ،  ١ = ــــــ =           = ـــــــــــــــــــــــــــ= س 

  
   ) ٥ ، ١= ( أحداثیات جـ 
                

   ٢ : ٧    بنسبةخارج جـ التى تقسم أ ب من الأوجد ) ٨ ، ٤= ( ، ب  ) ٣ ، ١-= ( مثال إذا كانت أ 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل                                          الحـــــ

  ) س ، ص = (    بفرض أن جـ 
  

   ٦= ـــــــــ = ـــــــــــــــ =   ـــــــــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = س 
  

  ١٠=         = ــــــــــــ = ـــــــــــ ـــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــ= ص 
  

   ) ١٠ ، ٦= ( أحداثیات جـ 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  أوجد النسبة التى تقسم بھا  ) ٤س ، = ( ، جـ  ) ٧ ، ٤= ( ، ب  ) ٢ ، ١-= ( مثال إذا كانت أ 
          جـ القطعة المستقیمة أ ب  مبینا نوع التقسیم ثم أوجد قیمة س 

                                           الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل
   ) ٧ ، ٤= ( ، ب  ) ٢،  ١-= ( ، أ  )  ٤س ، = ( جـ 

  ٢ م٢ – ٢ م٤ = ١ م٤ – ١ م٧            ٧ = ٢   ، ص٢ = ١  ، ص٤= ص 

   من الداخل   ٣ : ٢ــــ     =         ــــــــ ٢ م٢ = ١ م٣ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ              = ص 

  
       ١= =    ـــــــــــ = ـــــــ ــــــــــــــــــــــ= ــــ                   ص ــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ٤
  

 التقــــــــــــــــسیم 

   ١س × ٢م + ٢س × ١م
 ٢م + ١م

  ١س × ٢ م- ٢س × ١م

  ١ص × ٢  م- ٢ص × ١م  ١ص × ٢م + ٢ص × ١م
 ٢م +  ١م

 ٢   م- ١م

 ٢   م- ١م

١- × ٣ + ٤× ٢  
٣ + ٢  

٣ ×٣ + ٨ × ٢ 
٣ + ٢  

٩+ ١٦ 
٥ 

٢٥ 
 ٥  

  ١س × ٢  م- ٢س × ١م
 ٢   م- ١م

١- × ٢ - ٤× ٧  
٢ - ٧  

٢ +٢٨  
٥ 

٣٠ 
 ٥  

  ١ص × ٢  م- ٢ص × ١م
 ٢   م- ١م

٣ ×٢ - ٨ × ٧ 
٢  - ٧  

٦ -٥٦  
٥ 

٥٠ 
 ٥  

  ١ص × ٢م +  ٢ص × ١م
 ٢م +   ١م

  ٢ × ٢م + ٧×  ١ م
 ٢م +   ١م

١-× ٣ + ٤ × ٢  
     ٣  +  ٢  

٣ – ٨  
   ٥   

٥ 
٥  

  ١م
   ٢م

٢ 
٣  

   ص                                                                                                   النسبة           س   
-٣               ٢                  ١ 

                                                                                             
٨               ٣                    ٤         

+ 

 س       النسبة      ص                                    
-٣          ٧            ١ 

                                                                                             
٨          ٢              ٤         

-  

  ٣ – ٨   
     ٥ 

٥  
٣ + ٢ ٥  
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 ٤٩

   ٢ م٤ + ١ م٤ = ٢ م٢ + ١ م٧
  أوجد النسبة التى تنقسم بھا أ ب   بواسطة  ) ٥ ، ٣= ( ، ب  ) ٤- ، ٢= ( إذا كانت أ : مثال 

             محورى الاحداثیات 
                الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل                          

  بواسطة محور السینات                              بواسطة محور الصادات 
  )  ، ص ٠= ( جـ  )                                          ٠س ، = ( جـ 
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــ                س ـــــــــــــــــــــــ= ص 
  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ = ٠ــــــــــــــــــــــــــــــــــ                        = ٠
  
  ٠ = ٢ م٢ + ١ م٣                                      ٠ = ٢ م٤ – ١م٥
   ٢ م٢ - = ١ م٣                                             ٢م ٤ = ١م٥
  

  ــــــ=            ـــــــــ                                     ــــ   =  ــــــ 
  

   ٣ : ٢        أ ب تنقسم بمحور الصادات بنسبة ٥ : ٤أ ب تنقسم بمحور السینات بنسبة 
                                   من الخارج من الداخل               

  
  ملاحظات 

   أ  ب   فان  جـ تقسم أ  ب من الداخل ∈إذا كانت جـ ) ١
    أ   ب   فان جـ تقسم أ ب من الخارج ∈ أ  ب   ، جـ ∈إذا كانت جـ  ) ٢

   = ٢ ، م٣  =١ــــــ  فان م=  ــــــــ    جـ ب ٣=  أ جـ ٢إذا كانت جـ تقسم أ ب بحیث  ) ٤
٢   
  

  أوجد أحداثیات النقط التى تقسم أ ب من الداخل إلى ثلاث ) ٧ ، ٢= (، ب  ) ١ ، ١-= ( إذا كانت أ 
  أجزاء متساویة 

  الحــــــــــــــــــــــــــــــل 
  

   ٢ : ١جـ تقسم أ ب من الداخل بنسبة 
  ) س ، ص = ( جـ 

  ٣                        =       = =  ،،، ص ٠ = =                        =       س 
  

   )٣ ، ٠= ( جـ 
  ء منتصف جـ ب 

  
   ) ٥ ، ١) = ( ،       = (        ء 
  

  ١ص × ٢م + ٢ص × ١م
   ٢م + ١   م      

  ٤- × ٢م + ٥ × ١م  
   ٢م + ١         م

  

  ١م
   ٢م

٤ 
٥  

  ١ص × ٢م + ٢ص × ١م
   ٢م + ١         م

 ٢ × ٢م + ٣ × ١م  
   ٢م + ١         م

  

  ١م
   ٢م

-٢ 
 ٣  

 أ جـــ
  جـ ب 

٣ 
٢  

 ب ء ـج أ
١- × ٢ + ٢ × ١  

٢+١ 
  صفر
٣ 

١ × ٢ + ٧ × ١  
٢+١ 

٩  
٣ 

٢+٠  
٢ 

٧+٣  
٢ 
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 ٥٠

                               
  
  بمعلومیة نقطة یمر بھا ومیلھ * 

  م = لاقة ــــــــــــــــــ م  تتعین معادلتھ من الع= ومیلھ  ) ١ ، ص١س(    المستقیم الذى یمر بالنقطة 

  تتعین معادلتھ من العلاقة  ) ٢ ، ص٢س( ،  ) ١ ، ص١س(بمعلومیة نقطتین   * 

  ـــــــــــــــــــــــــ=           ـــــــــــــــــــــ 
  
  بمعلومیة میلھ والجزء المقطوع من محور الصادات * 

  ھى الجزء المقطوع من محورى الاحداثیات م    ، جـ = جـ       حیث میلھ + م س =    ص 
   ١= ـــــــــ +   ـــــــــ   بمعلومیة الجزئین المقطوعین من محورى الاحداثیات* 

    حیث أ ھى الجزء المقطوع من محور السینات 
  ، ب ھى الجزء المقطوع من محور الصادات 

   ٠ = صضع لایجاد المقطوعة السینیة أو نقطة التقاطع مع محور السینات ن* 
     ٠  = سلایجاد المقطوعة الصادیة أو نقطة التقاطع مع محور الصادات نضع  * 
  

  المیل 
  ـــــــــــــــــــــــ= بمعلومیة نقطتین     م * 
  
  ظا ھـ   حیث ھـ الزاویة التى یصنعھا المستقیم مع الاتجاه= بمعلومیة زاویة المیل      م * 

                           الموجب لمحور السینات                           
  ٠= جـ + ب ص + بمعلومیة معادلة المستقیم   أ س * 

  ــــــــ= ـــــــــــــــــــــــ =    المیل 
  

  ملاحظات 
  صفر = میل محور السینات واى مستقیم یوازیھ * 
  غیر معرف = میل محور الصادات واى مستقیم یوازیھ * 
      ٢م = ١ مستقیمین ھو مشرط توازى* 
   ١- = ٢م × ١شرط تعامد مستقیمین  م* 
  عدد موجب = المستقیم الذى یصنع زاویة حادة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات یكون میلھ * 

  عدد سالب = المستقیم الذى یصنع زاویةمنفرجة مع الاتجاه الموجب لمحورالسینات یكون میلھ  * 
  

  =  ومیلھ  ) ٣ ، ١-(  المار بالنقطة أوجد معادلة المستقیم
                                الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

  = م                    ــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــــــ 
  

   ٠  =١٨+  ص ٥ – س ٣            ١٥ – ص ٥ = ٣+  س ٣                          
  

 معادلة الخط المستقیم 

  ١ ص–ص 
   ١  س-س 

  ١ ص–ص 
   ١  س-س 

  ١ ص– ٢ص
   ١  س- ٢س

 س
  أ

 ص
  ب

  ١ ص– ٢ص
   ١  س- ٢س

  معامل س -
    معامل ص 

  أ -
   ب

٣ 
٥  

  ١ ص–ص 
   ١  س-س 

   ٣ -ص  
   ١+ س 

٣ 
٥  
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 ٥١

  
  

   ) ٧ ، ٥( ، ب  ) ٢ ، ١( أ أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطتین 
                         الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

  ـــــــــــــ= ــــــــــــــــــ                  ـــــــــــــــ= ـــــــــــــــــــــ 
  

  ٠ = ٣+  ص ٤ – س ٥                ٨ – ص ٤ = ٥ – س ٥                   =     ــــــــــــــ
  

*************************************************************  
     ویقطع خمس وحدات من الجزء الموجب لمحور الصادات ٣= أوجد معادلة المستقیم الذى میلھ 

                    الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل                   
   ٥+  س ٣=  جـ  + م س = ص 

*************************************************************  
   ٠ = ٣+ ص  ٧ – س ٤ویوازى المستقیم  ) ٣ ، ٢-( أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة 

                                                   الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 
   = المطلوب م  =         =                            الموازى م
  

  ٠ = ٢٩+ص ٧ –س  ٤              ٢١ – ص ٧ =  ٨+  س ٤=                     ـــــــــــــــــ 
  

*************************************************************  
  ١= ص ٧+س٥ویكون عمودى على المستقیم  ) ٤ ، ٣(   أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة 

  ل                                 الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  = المطلوب م =                                          العمودى م
  

  ٠ = ١ –ص ٥ –س ٧             ٢٠ – ص ٥ = ٢١ –س ٧=                        ــــــــــــــــ 
  

*************************************************************  
  ویوازى المستقیم المار بالنقطتین  ) ٤-  ، ١( بالنقطة     أوجد معادلة المستقیم المار 

 )      ٥ ، ٤( ،  ) ٣ ، ١ (   
                                الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   = المطلوب م=               ــــــــــــــ  = الموازىم
  

  ٠ = ١٤- ص ٣ – س ٢               ١٢+ ص ٣ = ٢ – س ٢    =                ــــــــــــــــ 
  
  

  وعمودى على المستقیم المار بالنقطتین  ) ٤- ، ٢-( أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة 
 )                 -٥ ، ٣( ،  ) ٢ ، ١  (   

  ـــــــــــــــــل                                  الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  = المطلوب   م       =                   ــــــــــــــــ = العمودى م

  ١ ص–ص 
   ١  س-س 

  ١ ص– ٢ص
   ١  س- ٢س

 ٢ –ص 
  ١  -س 

٢ – ٧ 
١ – ٥   

 ٢ –ص 
  ١  -س 

٥ 
٤  

-٤ 
- ٧  
  

٤ 
٧  

٤ 
٧  

٤ 
٧  

 ٣ –ص 
  ٢+ س 

-٥ 
 ٧  

٧ 
٥  

٧ 
٥  

 ٤ –ص 
   ٣ –س 

٣ – ٥  
١ – ٤   

٢ 
٣  

٢ 
٣  

  ٤+ ص 
   ١ –س 

٢ 
٣  

٢   -  ٥  
١   +  ٣  

٣ 
٤  

-٤ 
 ٣  
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 ٥٢

  
  ٠ = ٢٠+س ٤+ص٣             ٨ – س ٤ - = ١٢+  ص ٣=                      ــــــــــــــــ 

  
حدات من الجزء  و٤ وحدات من الجزء الموجب لمحور السینات ، ٣أوجد معادلة المستقیم الذى یقطع 

  السالب لمحور الصادات 
              الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   ١٢=  ص ٣ – س ٤                        ١٢    ×١= ــــــ +     ــــــ 

  

   ١٠ =  ص ٥ – س ٢أوجد المقطوعتین السینیة والصادیة للمستقیم 
                                 الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   ٥=           س ١٠=  س ٢        ٠= لایجاد المقطوعة السینیة نضع ص 
   ٥= المقطوعة السینیة 

   ٢-=            ص ١٠=  ص ٥ -         ٠= لایجاد المقطوعة الصادیة نضع س 
   ٢ -= المقطوعة الصادیة 

  
      أوجد قیمة أ ٠ = ١٧ – ص ٥+  س ٢تنتمى للمستقیم  ) ٣أ ، ( إذا كانت النقطة 

                                   الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 
   ٠ = ١٧ – ١٥+ أ ٢                 ٠ = ١٧ – ) ٣ (٥+   أ  ٢ بالتعویض فى المعادلة  

  ١=                       أ ٢=  أ ٢             ٠ = ٢ – أ ٢           
   

  ویوازى محور السینات  ) ٣ ، ٢( أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة 
                                      الحــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   ٠= میل محور السینات = ستقیم میل الم
  

    ٣=                        ص ٠ = ٣ –                      ص ٠= ــــــــــــــــ 

  

  ویوازى محور الصادات  ) ٣ ، ٢( أوجد معادلة المستقیم المار بالنقطة 
  ـل                                     الحـــــــــــــــــــــــــــــــــ

   = لصاداتمیل محور ا= میل المستقیم 
  

   ٢=                        س ٠ = ٢ –س =                              ــــــــــــــــ 

  

  

  

-٤ 
 ٣  

  ٤+ ص 
   ٢+ س 

 س
٣   

 ص
-٤  

  ٣ –ص 
   ٢ –س 

  ٣ –ص 
   ٢ –س 

١ 
٠  

١ 
٠  
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 ٥٣

   ١= عندما س على التعامد  ٠ = ١١+   ص ٢ –س ٣أوجد معادلة المستقیم الذى یقطع المستقیم 
    الحــــــــــــــــــــــــــــــــل                                     

  = العمودى م     =              = المستقیم                             م١= عندما س 
  ٠ = ١١+  ص ٢ –) ١(٣
  = ومیلھ  ) ٧ ، ١(                المستقیم المطلوب یمر بالنقطة ٠ = ١١+  ص ٢ – ٣

                     =                  ٠ = ١٤+  ص ٢ -
  ١٤ -=  ص ٢ -

  ٠ = ٢٣ –س ٢+ص٣          ٢+س٢-  = ٢١ –ص ٣                              ٧=      ص 
  

  أوجد محور تماثل أ ب  ) ٧ ، ٥= ( ، ب  ) ١ ، ٣- = ( إذا كان أ 

  الحــــــــــــــــــــــــــل

                       = تصفھامحور القطعة ھو المستقیم العمودى علیھا من من

  ٤+س ٤ - = ١٢ – ص ٣               ) ٤ ، ١) = ( ،        = (          منتصف أ ب 

       ٠ = ٤+ س ٤ +١٢ –ص ٣                                          =          =      = میل أ ب 

  ٠ = ٨ – س ٤+ ص ٣               =         ومیلھ ) ٤ ، ١(محور التماثل یمر بالنقطة 

  

  أوجد معادلة المماس للدائرة م ) ٤ ، ٢-= (، ب  ) ١ ، ٤-= ( إذا كان أ ب قطر فى الدائرة م حیث أ 

  عند أ 

  الحــــــــــــــــــــل

                        = المماس لدائرة یكون عمودیاً على القطر المرسوم 

  من نقطة التماس 

   ٨ - س ٢- = ٣ –ص ٣                                                   == ب میل أ 

  ٠ = ٨+ س ٢ +٣ –ص ٣                                                    = میل المماس 

  ٠ = ٥+ س ٢+ص ٣                      = ومیلھ ) ١ ، ٤- (المماس یمر بالنقطة 

  

  

  

  

-٣  
-٢ 

٣  
٢ 

-٢  
٣ 

-٢  
٢- ٣  

٣ 
   ٧ –ص 
  ١ –س 

-٥+٣  
٢ 

٧+١  
٢ 

١ – ٧   
٣+٥ 

٦  
٨ 

٣  
٤- ٤  

٣ 

  ٤ –ص 
  ١ –س 

-٤  
٣ 

١ – ٤  
-٤+٢ 

٣  
٢ 

-٢  
٢- ٣  

٣ 

-٢  
٣ 

   ١ –ص 
 ٤+س
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 ٥٤

  أوجد معادلة القطر ب ء) ١- ، ١- = ( ، جـ ) ٥ ، ٣= ( ربع أ ب جـ ء حیث أ كان أجـ قطر فى المإذا 

  الحــــــــــــــــــــــــــــل 

                          = القطر ب ء یمر بمنتصف القطر أ جـ وعمودى علیھ

  ٢+ س ٢- = ٦ –ص ٣       ) ٢ ، ١() = ،             = (            منتصف أ جـ 

  ٠ = ٢ –س ٢ +٦ –ص ٣                                    =           =     = میل أ جـ 

  ٠ = ٨ –س ٢+ص ٣                                                         = میل ب ء 

  = ومیلھ  ) ٢ ، ١(القطر ب ء یمر بالنقطة 

  
                   

  
  
   ٠ = ٧+ ص ٥ –   ،  س ٠ = ١+ ص ٣ – س ٢المستقیمین أوجد قیاس الزاویة بین * 

                             الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 
   = ٢،    م =                    ١م

  
  = ـ ــــــــــــــــــ= ـ ـــــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــ  +=ظاھــ 

  
  

  ْ  ٢٢  / ٢٢) = ھــ ( ق 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 الزاویة بین مستقیمین 

٢ 
٣  

١ 
٥  

  ٢  م– ١م
  ٢ م١م+١

٢ 
٣  

١ 
٥  

 ـــ

٢ ×  +    ١ 
٣  

١ 
٥  

٢ 
٣  

١ 
٥  

 ـــ

٢  + ١ 
١٥  

٣ – ١٠  
    ١٥  
٢ + ١٥  
    ١٥  

 ٧ 
١٧  

١-+(٣(  
٢ 

١- +(٥(  
٢ 

-٥ – ١   
-٣ – ١  

-٦  
-٤ 

٣  
٢ 

-٢  
٣ 

   ٢ –ص 
  ١ –س 

-٢  
٣ 

-٢  
٣ 
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 ٥٥

   ٠ = ٧ –ص +  س ٢     ،  ٥=  ص – س ٣أوجد قیاس الزاویة بین المستقیمین 
                           الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   ٢ -  = ٢              ، م٣ = ١ م
  

  ْ  ٤٥ْ    أو   ١٣٥) = ھـ (           ق ١-= ـــــــــ = ــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ = ــ ظاھـ
  
  

  المنفرجة) ب أ جـ ( أوجد ق ) ٢ ، ٤= (، جـ)  ١ ، ٢=(، ب ) ٤ ، ١= (إذا كانت أ 
                       الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل        

  =      = ــــــــــــ  = أ جـ م  = ٢       ، م٣- =  ــــــــــــــــ = أ ب م  = ١م
  
  

  = ×      =      ـــــــــــــــــ = ــ ـــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ = ظاھـــ 
  
  

  ْ ١٤٢  / ٧) = ب أ جـ (    ق 
  
  

  =  والمستقیم الذى میلھ ٠ = ١+ ص ٢ –س ٣أوجد قیاس الزاویة بین المستقیم 
                                      الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

  
  ١ +=       = ـــــــــــــــ = ـــــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــ = ــــــــــــــ   += ظاھـ 

  
  

  ١- =                             ظاھـ ١=                ظاھـ 
  ْ ١٣٥) = ھـ(ْ                        ق٤٥) = ھـ(              ق

  
  

   تساوى٠ = ٤+ ص ٣ – ، س ٠ = ٢+ك ص  –إذا كان قیاس الزاویة بین المستقیمین س 

  أوجد قیمة ك 

  الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

   =      = ٢م =       =          ١م

   ١ + = ـــــــــــــــــــ                                 ٤٥=              ھـ 

   ١ +=            ظاھـ 

  ١-                                    = ١                                =   ١ + = ـــــــــــــــ       

  ٢  م– ١م
  ٢ م١م+١

٢- ( – ٣ (  
٢- ×٣ +١  

 ٥ 
-٥  

١ – ٤  
٢ – ١   

٢ - ٤  
٤ – ١   

 ٢ 
-٣  

-٢ 
 ٣  

  ٢  م– ١م
  ٢ م١م+١

     ـــ ٣-

  ٣ ٢ +   ١       × +١ 
-٧ 
 ٣  

١ 
٣  

- ٧ 
  ٩  

-٢ 
 ٣  

-٢    + ٣ 
٣  

-٢- ٣ 
 ٣  

-٢ + ٩  
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  ٢ م– ١م
 ٢ م١م+ ١

٣  
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١  
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٣  
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١  
٥ 

× ١+ 
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١  
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٣+١٠  
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 ٥٦

  

   ك – ٣ = ١ – ك ٣ - ك               – ٣ = ١+ك ٣                ١ +  = ــــــــــــــــــــ      

   ١ + ٣= ك +  ك ٣-                  ١ – ٣= ك +ك٣                                                   

  ٤=  ك ٢-                               ٢=  ك ٤                      ١ += ـــــــــــــــــــ      

  ٢-=                                ك =    =                                                       ك 

  

   أوجد میل الثانى ٢= ْ  فإذا علم أن میل الاول ٤٥ن قیاس الزاویة بین مستقیمین تساوى إذا كا

  الحــــــــــــــــــــــــل

  ١-                                = ١                                  =م = نفرض أن میل الثانى 

   م – ٢=  م ٢ – ١- م                      – ٢=  م ٢ + ١                          ْ  ٤٥=      ھـ 

  ١ + ٢= م + م ٢-                      ١ – ٢= م + م ٢                     ١ +=    ــــــــــــــــ 

  ٣=  م -                                        ١= م ٣                       ١ + =       ــــــــــــــ

  ٣-= م =                                                           م               ١ +               =  

  

    

  
                                      

  
   ٠= جـ + ب ص + على المستقیم أ س  ) ١ ، ص١س(لایجاد طول العمود النازل من النقطة 

  نستخدم القانون 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=                     ع 

  
.........................................................................................................................  

   ٠ = ١١+  ص ٣ – س ٤على المستقیم ) ١ ، ٢( مثال  أوجد طول العمود النازل من النقطة 
                                        الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

  
  = ـــــــــــــــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= ع 
  
  

.........................................................................................................................  

 البعد العمودى 
 جـ + ١ب ص + ١أ س

 ٢ب + ٢ أ

١١ ) + ١ (٣ – ) ٢ ( ٤ 
         ٩ + ١٦  

١١ +٣ – ٨ 
     ٢٥  

١٦ 
 ٥  

 ١  
 ك

١  
٣ 

 ١  
 ك

١  
٣ 

 ـــ

١    +× 

 ١  
 ك

١  
٣ 

 ـــ

  ١ ـــــــ+  ١
  ٢  ك٣

٤ 
١  
٢ 

  ٢ م– ١م
 ٢ م١م + ١

   م – ٢
 م × ٢+ ١

   م – ٢
 م٢+١

   م – ٢
 م٢+١

   م – ٢
 م٢+١

١  
٣ 
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 ٥٧

    ٠= ك +  ص ٣ – س ٤مثال إذا كان طول العمود النازل من نقطة الاصل على المستقیم 
   وحدات أوجد قیمة ك ٣     یساوى 

  ـــــــــــــــــــل                                        الحـــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ٣=                                      ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ٣=      ع 

  
   ١٥ = ٣ × ٥=                ك ٣= ـــــ     
  
  
  

   ٠ = ٨+ ك ص – س ٣على المستقیم  ) ١ ،٢(مثال إذا كان طول العمود النازل من النقطة  
     أوجد قیمة ك ٢        یساوى   

                                 الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

   ك       بالتربیع   – ١٤ = ٢ك  +  ٩    ٢                                                ٢= ع 

   ٢ك+  ك ٢٨ – ١٩٦ ) = ٢ك + ٩  ( ٤                ٢= ـ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ٠ = ٢ ك–ك ٢٨ +١٩٦ – ٢ ك٤ + ٣٦                                                         

   ٠ = ١٦٠  - ك ٢٨ + ٢ ك٣                                                               
   ٠ ) = ٤٠+  ك ٣ ) ( ٤ –ك                                  ( ٢= ـ   ــــــــــــــــــــــ

  =                ك ٤=                                                               ك 

                                        ٢=  ـــــــــــــــــــــ 
  
  
  

  أوجد ) ٥ ، ٤-= (، جـ ) ١ ، ١-  (=، ب ) ٢- ، ٢= (مثال إذا كانت أ 
  معادلة ب جـ ) ٢ (                                 طول ب جـ    ) ١(
  مساحة المثلث أ ب جـ ) ٤(       طول العمود النازل من أ على ب جـ ) ٣(

  ـــــــــــــــــل                            الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    وحدات ٥ =   ٢٥ =  ١٦ + ٩  =   ٢)٥ -١٣ + ( ٢)٤+١-=      (ب جـ 

  معادلة ب جـ 
  = ــــــــــــــ                   ـــــــــــــ              =            ــــــــــــــــ      
  
    ٠=  ١+  ص ٣+  س ٤                         ٣+ ص ٣- = ٤+  س ٤

  طول العمود النازل من أ على ب جـ ** 
  
  = ــــــــــــــــــــــ =   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ع 
  
  

 ك  ) + ٠ (٣ – ) ٠ (٤
٩ + ١٦  

 ك 
٥  

  ٨) + ١( ك –) ٢(٣
  ٢ك + ٩

  ٨+  ك – ٦
  ٢ك + ٩
  ك – ١٤

  ٢ك + ٩

-٤٠ 
  ٣  

  ١ –ص 
   ١+ س 

١ – ٥   
-١ + ٤   

  ١ –ص 
   ١ +س 

 ٤ 
-٣   

١ ) + ٢- ( ٣ ) + ٢ ( ٤  
٩ + ١٦  

١ + ٦ – ٨ 
     ٥    

٣ 
٥  
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 ٥٨

  مساحة المثلث أ ب جـ ** 
   ٢ سم١٫٥=   ×       ٥× =      ع   × ب جـ  × =     الارتفاع × القاعدة =      مساحة المثلث 

                                                      
  ٠ = ١- ص ٥ –س ١٢والمستقیم  ) ٣- ، ١(  أوجد طول نصف قطر الدائرة التى مركزھا مثال

         مماس لھا   واوجد محیطھا ومساحتھا 
  ل                                الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
   وحدة طولیة ٢= ــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ع = نق 

  
   ط ٤ = ٢×  ط ٢=  ط نق ٢= محیطھا 

   ط ٤ = ٢)٢(× ط  = ٢ط نق= مساحتھا 
  
  
  

   متوازیان واوجد ٠  =١+  ص ٨ – س ٦ ، ٠ = ٦ – ص ٤ – س ٣مثال إثبت أن المستقیمان 
        البعد بینھما 

                                  الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 
      المستقیمان متوازیان ٢م = ١م =      =                  ٢،  م =       =          ١م
  

  طة على أحدھما ثم نوجد البعد بینھا وبین المستقیم الاخر لایجاد البعد بینھما نوجد نق
   ٢=         س ٦= س ٣      ٠ = ٦ – س ٣ نجد ان ٠= فى المستقیم الاول نضع ص 

  تنتمى للمستقیم الاول نوجد البعد بینھا وبین المستقیم الثانى  ) ٠ ، ٢(   النقطة 
  
   وحدة طولیة ١٫٣=         = ــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــ= ع 
  
  
  
  

   یمس الدائرة التى مركزھا ٠=  ٢+   ص ٣+  س ٤م الذى معادلتھ مثال  إثبت أن المستقی
   سم ٤وطول نصف قطرھا  )   ٢ ، ٣      ( 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــل                                       الحـــــــــــــــــــــ
   ٠ = ٢+ ص ٣+  س ٤نوجد طول العمود النازل من المركز على المستقیم 

  
   ٤ = ــــــ = ــــــــــــــــــ ـــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ع 
  
  نق     المستقیم یمس الدائرة= ع 
  

  تقع على أحد منصفى الزاویة بین المستقیمین  ) ٤ ، ١(ت أن النقطة مثال إثب
   ٠ = ١٣- ص ٧ –   ،  س ٠ = ٣+ص +         س 

١ 
٢  

٣ 
٥  

١ 
٢  

١ 
٢  

١ – ) ٣- (٥- ) ١(١٢  
١٣  ٢٥ + ١٤٤ 

١ – ١٥ + ١٢  
١٣ 
٢٦  

-٣ 
-٤  

٣ 
٤  

-٦ 
-٨  

٣ 
٤  

١ ) + ٠ ( ٨ – ) ٢ ( ٦  
١٠٠  ٦٤ + ٣٦ 

١٣  ١ + ٠ + ١٢ 
١٠  

٢ ) + ٢ ( ٣ ) + ٣ ( ٤  
٩ + ١٦  

٢ + ٦ + ١٢  
٢٥ 

٢٠ 
 ٥  
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 ٥٩

                      الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل 
  نثبت أن النقطة تقع على نفس البعد بین المستقیمین 

  
   ٢  ٤= ـــــــ    =   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  = ١ع
  
  
  ٢  ٤= ــــــــ = ـــــــــــ  =ــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  = ٢ع
  

  نقطة تقع على أحد منصفى الزاویة بین المستقیمین    ال ∴             ٢ع = ١       ع
  
  

  تقعان على جانبین مختلفتین من المستقیم   ) ٢ ، ٣-= ( ، ب  ) ١ ، ٣(إثبت أن النقطتین أ 

   وعلى بعدین متساویین منھ ٠ = ٦+ ص ٤ – س ٣

  الحــــــــــــــــــــــــــــــــــل 

  على المستقیم ) ١ ، ٣(نوجد طول العمود الساقط من أ 

   وحدة طول٢٫٢=       =  ــــــــ= ــــــــــــــــــــــ  = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ١ع

  على المستقیم ) ٢ ، ٣-(نوجد طول العمود الساقط من ب 

   وحدة طول٢٫٢=       =  ــــــــ= ــــــــــــــــــــــ  = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ١ع

   عند التعویض بالنقطتین ١١- ، ١١ لھ أشارىین مختلفتین ٦+ ص ٤ –س ٣المقدار 

  منھ وعلى بعدین متساویین ٠ = ٦+  ص ٤ –س ٣ النقطتان فى  جھتین مختلفتین من المستقیم ∴

  
  
  
  
  
  
  
  

  مثال أوجد معادلة المستقیم المار بنقطة تقاطع المستقیمین 
   ٠ = ١+  ص ٧ – س ٤     ویوازى المستقیم ٨= ص +       ،  س  ١١= ص +  س ٢        

 ) ٣ ) + ٤ ( ١ ) + ١  
١ + ١ 

١٣- ) ٤ ( ٧ – ) ١ ( ١ 
٤٩ + ١  

٨ 
٢ 

١٣ – ٢٨ – ١  
٥٠ 

٤٠ 
٢   ٥ 

٨ 
٢ 

٠  ٠ ٠ 

 معادلة مستقیم بمعلومیة نقطة تقاطع مستقیمین

٦) + ١ (٤ –) ٣(٣  
١٦ + ٩ 

٦ + ٤ – ٩   
٢٥ 

١١  
٥ 

٦) + ٢ (٤ –) ٣-(٣  
١٦ + ٩ 

-٦+ ٨ –  ٩   
٢٥ 

-١١  
٥ 

١١  
٥ 

١١  
٥ 
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 ٦٠

  الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل
   = المطلوب م =                    الموازىنوجد نقطة تقاطع المستقیمین      م

  ١١= ص +  س ٢
  =           ـــــــــــــــ               ٨= ص  +     س 
   ٣=     س 

   ٣٥ – ص ٧ = ١٢ – س ٤                       ٢بالتعویض فى 
  ٠ = ٢٣+ ص ٧ – س ٤                           ٨= ص  + ٣

   )٥ ، ٣       (٥=  ص 
          

  ع المستقیمین مثال أوجد معادلة المستقیم المار بنقطة تقاط
   ٠ = ١+ ص ٥ – س ٣ وعمودى على المستقیم  ١=  ص –         ، س ١١= ص +  س ٢         

  الـــــحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل
  ١١= ص +  س ٢

   = المطلوب       م =            العمودى                                     م١=   ص -  س 
........................  

  =                                          ـــــــــــــــ  ١٢= س ٣
   ٤= س 

   ٢٠+ س ٥- = ٩ – ص ٣                                    ١بالتعویض فى 
  ٠ = ٢٩- ص ٥+  س ٣                                 ١١= ص ) + ٤(٢
  ١١= ص +  ٨

     ٣= ص 
   ) ٣ ، ٤( نقطة تقاطع المستقیمین 

  
  مثال أوجد معادلة المستقیم المار بنقطة تقاطع المستقیمین 

   ) ٤ ، ٥(     وبالنقطة ٨=  ص ٢+     ، س ٧= ص +  س ٢      
  ل                                   الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                              المستقیم المطلوب یمر بالنقطتین ٢×   بضرب الاولى 
   ) ٤ ، ٥( ،  )  ٣ ، ٢                                 (١٤=  ص ٢+ س ٤

                               ٨=  ص ٢+   س 
  = ـــــــــــــ = ــــــــــ ــــ  ..............................                         

   ٢=        س ٦=  س ٣
   ٩ – ص ٣ = ٢ –                                       س ٢بالتعویض فى 

   ٠ = ٧+  ص ٣ –                                      س ٨=  ص ٢ + ٢
   ٣=      ص ٦= ص ٢

   ) ٣ ، ٢( نقطة تقاطع المستقیمین 
  
  
  
  

٤ 
٧  

٤ 
٧  

٤ 
٧  

  ٥ –ص 
   ٣ –س 

٣ 
٥  

-٥ 
 ٣  

-٥ 
 ٣  

  ٣ –ص 
   ٤ –س 

  ٣ – ص
   ٢ –س 

٣ – ٤  
٢ – ٥   

١ 
٣  
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 ٦١

  
   ١=  ص – ، س ٥=ص+ازل من نقطة تقاطع المستقیمین سأوجد طول العمود الن

   ٠ = ٥+  ص ٦+س ٨على المستقیم 
  الحــــــــــــــــــــــــــــــــــل

  
   )٢ ، ٣(نوجد أولا نقطة تقاطع المستقیمین                   نوجد طول العمود النازل من النقطة 

   ٠ = ٥+ص ٦+س٨          على المستقیم                                     ٥= ص + س 
                ١=  ص –س 

  ـــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــ بالجمع                                   ع 
  ٦= س ٢

   ٣= س 
   وحدة طولیة  ٤٫١       =      =  ٢= بالتعویض فى المعادلة الاولى نجد أن ص 

  
  أوجد معادلة المستقیم العمودى على أ ب من منتصفھ  ) ٨ ، ٣= ( ، ب  ) ٢ ، ١-= (إذا كانت أ 

  الحـــــــــــــــــــــــــل
  

                                    =  ) ٥ ، ١=()،        = (          منتصف أ ب 
  

  ٢+س ٢- = ١٥ –ص ٣                                         =     = =      میل أ ب 
                                               

  ٠ = ٢ –س ٢ +١٥ –ص ٣                                        = میل المستقیم المطلوب 
  

  ٠ = ١٧ –س ٢+ص ٣               = ومیلھ ) ٥ ، ١(المستقیم المطلوب یمر بالنقطة
  
  

  أوجد معادلة المماس  ) ٥ ، ٣= (، ب ) ٢ ، ١-= (إذا كان أ ب قطر فى دائرة مركزھام حیث أ 
  للدائرة عند أ 

  الحـــــــــــــــــل
  

  =         =                                                                = میل أ ب 
  

   ٤ – س ٤ - = ٦ –ص ٣                                   المماس عمودى على القطر
   

   ٠ = ٤+ س ٤ +٦ –ص ٣                                                     =میل المماس 
     

   ٠ = ٢ – س ٤+ص ٣                           =ومیلھ ) ٢ ، ١- (المماس یمر بالنقطة 
  
  
 

   ٥) +٢ (٦) +٣(٨   
٣٦+٦٤ 

٥+١٢+٢٤  
١٠٠ 

٤١  
١٠ 

-٣+١  
٢ 

٨+٢  
٢ 

٢ – ٨   
١+٣ 

٦  
٤ 

٣  
٢ 
-٢  
٣ 

-٢  
٣ 

   ٥ –ص 
  ١ –س 

-٢  
٣ 

٢ – ٥   
١+٣ 

٣  
٤ 

-٤  
٣ 

-٤  
٣ 

-٤  
٣ 

  ٢ –ص 
 ١+س 
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 ٦٢

  معادلة الدائرةالصورة العامة ل
  

  :ونصف قطرھا نق ھي) د ، ھـ( معادلة الدائرة التي مركزھا 
  

     نق نصف قطر الدائرة٢نق =  ٢) ھـ–ص  + ( ٢) د–س    ( 
  

    نحصل على ھذه المعادلة من استخدام قانون البعد بین نقطتین
  

  :ھو) ٢ ، ص٢س( ، ) ١ ، ص١س( مربع البعد بین النقطتین 
  
  ٢)١  ص– ٢ص + ( ٢)١ س– ٢س= ( بع البعد بین النقطتین مر
  

  )د ، ھـ( ، ) س ، ص( وبتطبیقھ على البعد  نق الواصل بین 
  

  .أي نقطة في مستوى الإحداثیات الدیكارتیھ والشكل المرفق توضیح لذلك) د ، ھـ( مع ملاحظة 
  
   

  
  معادلة الدائرة التي مركزھا نقطة الأصل ونصف قطرھا نق

  
تكون نقطة ) د ، ھـ(  أي ٠=  ،  ھـ ٠= في حال كون د     و
  الأصل

  
    ٢نق=  ٢ص +  ٢فإن معادلة الدائرة تؤول إلى  س

  
وھي معادلة الدائرة التي مركزھا نقطة الأصل ونصف قطرھا 

  نق
  

  ویمكن الحصول علیھا مباشرة من الشكل باستخدام نفس القانون
  

  . السابق وھو البعد بین نقطتین
  
   

  
  :ھي) ٢ ، ص٢س( ، ) ١ ، ص١س( لة الدائرة التي طرفا قطر فیھا معاد

  
  ٠) = ٢ ص–ص )( ١ ص–ص ) + ( ٢ س–س ) ( ١ س–س ( 
  

  :یمكن الحصول علیھا من
  
  د مرسومة في نصف دائرة لاحظ الشكل       < ٩٠= د < ق
  

                    تعامد مستقیمین١ –= میل د ھـ × میل ب د 
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 ٦٣

  
  فرق السینات÷ فرق الصادات =  بنقطتین المیل لمستقیم مار

  
  ٢ ص–     ص ١ ص–ص 

  
    ١ –= ـــــــــــــــــــــ × ـــــــــــــــــــ 

  
  ٢ س–      س ١ س–س 

  
  )٢ ص–ص )( ١ ص–ص ( –) = ٢ س–س ) ( ١ س–س ( 
  
  ٠) = ٢ ص–ص )( ١ ص–ص ) + ( ٢ س–س ) ( ١ س–س ( 
  
   

  
  :الصورة العامة لمعادلة الدائرة

  
    وبفك الأقواس نحصل على٢نق =  ٢) ھـ–ص  + ( ٢) د–س :  ( من
  
 ٢ نق–٢ھـ + ٢ ك ، د–=  ل ، ھـ –=   وبوضع د٠ = ٢ نق–٢ھـ+ ٢د+ ھـ ص ٢– د س ٢–٢ص + ٢س
  :حـ یكون= 
  
 + ٢ل=  ٢ونصف قطرھا نق حیث نق)  ك– ل ، –( مركزھا ٠= حـ +  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢س
   حـ– ٢ك
  

  :لاحــــــــظ
 معامل – ، ٢÷ معامل س–= ( ثم المركز ١= ٢معامل ص= ٢ لإیجاد المركز من المعادلة نجعل معامل س)١
  )٢÷ص

  
  : وتؤول المعادلة إلى٠= ص =  والعكس صحیح  لأن س ٠= إذا مرَّ محیط الدائرة بنقطة الأصل فإن حـ ) ٢
  

  ٠=  ك ص ٢+  ل س ٢ + ٢ص + ٢     س
  

  :حالات خاصة
  على محور السینات)  ك– ل ، – = (إذا وقع المركز م) ١
  

  )٠=إي نقطة تقع على محور الصادات إحداثھا السیني  (٠=      فإن ك 
  

  :وتصبح معادلة الدائرة) ٠ ل، –= (     أي م 
  

  ٠= حـ +   ل س ٢ + ٢ص + ٢     س
  

   )٠= ك      ( ٢نق=  حـ – ٢ك + ٢     ویكون  ل
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 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ٦٤

  ٢نق=   حـ –٢ل:        أي أن
              

  
  على محور الصادات)  ك– ل ، –= (إذا وقع المركز م ) ٢
  

  )٠=إي نقطة تقع على محور الصادات إحداثھا السیني  (٠=      فإن ل 
  

   :وتؤول معادلة الدائرة)  ك– ، ٠= (     أي م 
  

  ٠= حـ +   ك ص ٢ + ٢ص + ٢     س
  

   )٠= ل      ( ٢نق=  حـ – ٢ك + ٢     ویكون  ل
  

  ٢نق=   حـ –٢ك:    أن     أي
  

                
  
  إذا مسَ محیط الدائرة محور السینات) ٣
  

  نق=      فإن ك 
  

  ٢نق= ٢     أي  ك
  

  ٢نق=  حـ –٢ك+ ٢ل:      ومن
  

  ٠=  حـ –٢            ل
  

  حـ = ٢            ل
  
  
  نق=  ل = إذا مسَ محیط الدائرة محور السینات فإن ك ) ٣
  

   دوائر حسب موقـــع٤وتوجد ) نق ، نق (     والمركز ھنا 
  

  .    المركز في أي ربع من الأرباع الأربعة
  

  ٢نق =  ٢) نق–ص  + ( ٢) نق–س    ( 
  

    ٢نق =  ٢) نق–ص  + ( ٢)نق+ س    ( 
  

  ٢نق =  ٢)نق+ ص  + ( ٢)نق+ س    ( 
  

  ٢نق =  ٢)نق+ ص  + ( ٢) نق–س    ( 
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 ٦٥

   ) ٠ ، ٠( الصور القیاسیة  لمعادلة القطع المكافئ الذي ینطبق محوره على أحد المحورین ورأسھ نقطة الأصل 
  

  

  

  

  : ملاحظات ھامة 

   جـ   في الاتجاھین فنحصل على نقطتین ٢لرسم القطع المكافئ نتحرك من البؤرة مسافة مقدارھا   •

 فتحة القطع تتجھ دائماُ من الرأس إلى البؤرة  •

 جـ= البعد البؤري  •

 . ة ، ثم إیجاد د، ھـ، جـ من خلال استخدام المعطیات لإیجاد معادلة القطع یلزمنا تحدید فتحة لاختیار المعادل •
  

  

  

  

  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  جـ س٤ = ٢ص
  ٠= ص    جـ-= س    )٠، جـ (    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ+  

  الاتجاه الموجب لمحور السینات

  جـ س٤-  = ٢ص
  ٠= ص   جـ= س    )٠،  جـ -(    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ-  

  الاتجاه السالب لمحور السینات

  جـ ص٤ = ٢س
  ٠= س    جـ- = ص   )جـ  ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ+  

  الاتجاه الموجب لمحور الصادات

  جـ ص٤ - = ٢س
  ٠= س   جـ= ص   ) جـ - ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ-  

  الاتجاه السالب لمحور الصادات
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 ٦٦

  

  

  ) ھـ ، د ( الصور القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ الذي یوازي محوره أحد المحورین ورأسھ  
  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  د+  جـ -= س   )ھـ ، د + جـ (   )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي ( 

  )محور السینات 

Σ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  السینات

  د+ جـ = س   )ھـ ،د +  جـ - (  )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤-=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي( 

  )محور السینات 

Σ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  السینات

  

  ھـ+  جـ - = ص   )ھـ + جـ ، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤=٢) د –س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  الصادات

  ھـ+ جـ = ص   )ھـ +  جـ -، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤-=٢) د–س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  الصادات
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 ٦٧

  

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  دلة القطع الناقص معا
  المحور الأكبر

  ومعادلتھ

  المحور الأصغر

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني 

   

     ٢    ص٢   س
 )٠ ، ٠ (   

   )٠، جـ ( 

   ) ٠،  جـ -( 

 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

  

     ٢    س٢   ص

  

  

 )٠ ، ٠ (   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

  

     ٢) ھـ-ص    (٢) د-س(
  

  

  )ھـ ، د + جـ (  ) ھـ ، د ( 

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

  

  

  

     ٢) د-س     (٢) ھـ-ص(

  

  

  

  ) ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  ) ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

 

   ب٢= البعد الأصغر                           * Α ٢= البعد الأكبر *  البعد البؤري                          =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

Αحیث                    ٢جـ + ٢ب = ٢     Α ،  جـ ، بΛ :   

    )Α، ٠،جـ  -(       )   ٠،جـ    (  ) ٠    ( )    - Α، ٠ ( 

+  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

     )٠،Α (      
      
    
         )   جـ،٠ (  
  
  
  )          جـ-،٠   ( 

  

      )٠، - Α ( 
Α٢  ب    ٢ 

+  =١ 

Α١=  + ٢  ب        ٢ 

Α٢  ب        ٢ 
+  =١ 
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 ٦٨

(  المحور المستعرض یكون موازیاًً   فإنموجباً) مثلاُ  ( ٢فإذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر س، یمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع  )١

 للمحور السیني ) منطبقاً 

  .للمحور الصادي ) منطبقاً (   فإن المحور المستعرض یكون موازیاًً  موجباً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص

  . ثم إیجاد د، ھـ ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( لإیجاد معادلة القطع الناقص نحتاج إلى تحدید المحور الأكبر  )٢

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  معادلة القطع الزائد

  المحور المستعرض

  )المحور البؤري(

  ومعادلتھ

  المحور المرافق

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني

  

     ٢    ص٢    س

  

 )٠ ، ٠(   
   )٠، جـ ( 

   )٠ ،  جـ-( 
 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

     ٢    س٢    ص

  

 )٠ ، ٠(   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

   

     ٢) ھـ-ص   (٢) د-س(

  

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ ، د + جـ (

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

-  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

- 
Α٢ب      ٢ 

 =١ 

 =١ 
Α٢  ب         ٢ 

- 
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 ٦٩

  

     ٢) د-س   (٢) ھـ-ص(

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  )ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

  
     Α ٢= البعد بین الرأسین *  البعد البؤري              =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

  
(      موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ) مثلاً  ( ٢لذي یحوي المتغیر سیمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع ، فإذا كان معامل المقدار ا      * 
  .للمحور الصادي ) منطبقاً ( موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص. للمحور السیني ) منطبقاً

  
  . ثم إیجاد د، ه ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( تحدید المحور المستعرض : تاج إلى لإیجاد معادلة القطع الزائد نح        * 

  
  

                                      

  : معادلة الدرجة الثانیة في الصورة 
 ٠= وَ+ ھَـ ص + دَ س  + ٢جَـ ص+ بَ س ص + ٢س0

 تُمثـل 

  قطعاً زائداً
  ٠< جَـ × 0إذا كان   

 جَـ  لھما إشارتین مختلفتین، 0بمعنى أن 
 

  قطعاً ناقصاً
  ٠> جَـ × 0 إذا كان 

 لھما نفس الإشارة جَـ ، 0 بمعنى أن
 

  قطعاً مكافئاً 
   ٠= جَـ × 0إذا كان    

 أحدھما یساوي الصفر جَـ ، 0بمعنى أن 

   : Λجـ ، ب  ، Α     حیث                    Α٢ + ٢ب = ٢جـ

Α٢  ب         ٢ 
-  =١ 
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 ٧٠

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 ٦٥

   ) ٠ ، ٠( الصور القیاسیة  لمعادلة القطع المكافئ الذي ینطبق محوره على أحد المحورین ورأسھ نقطة الأصل 
  

  

  

  

  : ملاحظات ھامة 

   جـ   في الاتجاھین فنحصل على نقطتین ٢لرسم القطع المكافئ نتحرك من البؤرة مسافة مقدارھا   •

 فتحة القطع تتجھ دائماُ من الرأس إلى البؤرة  •

 جـ= البعد البؤري  •

 . ة ، ثم إیجاد د، ھـ، جـ من خلال استخدام المعطیات لإیجاد معادلة القطع یلزمنا تحدید فتحة لاختیار المعادل •
  

  

  

  

  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  جـ س٤ = ٢ص
  ٠= ص    جـ-= س    )٠، جـ (    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ+  

  الاتجاه الموجب لمحور السینات

  جـ س٤-  = ٢ص
  ٠= ص   جـ= س    )٠،  جـ -(    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ-  

  الاتجاه السالب لمحور السینات

  جـ ص٤ = ٢س
  ٠= س    جـ- = ص   )جـ  ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ+  

  الاتجاه الموجب لمحور الصادات

  جـ ص٤ - = ٢س
  ٠= س   جـ= ص   ) جـ - ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ-  

  الاتجاه السالب لمحور الصادات
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 ٦٦

  

  

  ) ھـ ، د ( الصور القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ الذي یوازي محوره أحد المحورین ورأسھ  
  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  د+  جـ -= س   )ھـ ، د + جـ (   )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي ( 

  )محور السینات 

Σ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  السینات

  د+ جـ = س   )ھـ ،د +  جـ - (  )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤-=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي( 

  )محور السینات 

Σ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  السینات

  

  ھـ+  جـ - = ص   )ھـ + جـ ، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤=٢) د –س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  الصادات

  ھـ+ جـ = ص   )ھـ +  جـ -، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤-=٢) د–س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  الصادات
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 ٦٧

  

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  دلة القطع الناقص معا
  المحور الأكبر

  ومعادلتھ

  المحور الأصغر

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني 

   

   ) ٠ ، ٠(      ٢    ص٢   س
   )٠، جـ ( 

   ) ٠،  جـ -( 

 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

  

     ٢    س٢   ص

  

  

 )٠ ، ٠ (   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

  

     ٢) ھـ-ص    (٢) د-س(
  

  

  )ھـ ، د + جـ (  ) ھـ ، د ( 

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

  

  

  

     ٢) د-س     (٢) ھـ-ص(

  

  

  

  ) ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  ) ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

 

   ب٢= البعد الأصغر                           * Α ٢= البعد الأكبر *  البعد البؤري                          =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

Αحیث                    ٢جـ + ٢ب = ٢     Α ،  جـ ، بΛ :   

    )Α، ٠،جـ  -(       )   ٠،جـ    (  ) ٠    ( )    - Α، ٠ ( 

+  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

     )٠،Α (      
      
    
         )   جـ،٠ (  
  
  
  )          جـ-،٠   ( 

  

      )٠، - Α ( 
Α٢  ب    ٢ 

+  =١ 

Α١=  + ٢  ب        ٢ 

Α٢  ب        ٢ 
+  =١ 
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 ٦٨

(  المحور المستعرض یكون موازیاًً   فإنموجباً) مثلاُ  ( ٢فإذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر س، یمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع  )١

 للمحور السیني ) منطبقاً 

  .للمحور الصادي ) منطبقاً (   فإن المحور المستعرض یكون موازیاًً  موجباً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص

  . ثم إیجاد د، ھـ ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( لإیجاد معادلة القطع الناقص نحتاج إلى تحدید المحور الأكبر  )٢

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  معادلة القطع الزائد

  المحور المستعرض

  )المحور البؤري(

  ومعادلتھ

  المحور المرافق

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني

  

     ٢    ص٢    س

  

 )٠ ، ٠(   
   )٠، جـ ( 

   )٠ ،  جـ-( 
 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

     ٢    س٢    ص

  

 )٠ ، ٠(   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

   

     ٢) ھـ-ص   (٢) د-س(

  

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ ، د + جـ (

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

-  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

- 
Α٢ب      ٢ 

 =١ 

 =١ 
Α٢  ب         ٢ 

- 
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 ٦٩

  

     ٢) د-س   (٢) ھـ-ص(

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  )ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

  
     Α ٢= البعد بین الرأسین *  البعد البؤري              =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

  
(      موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ) مثلاً  ( ٢لذي یحوي المتغیر سیمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع ، فإذا كان معامل المقدار ا      * 
  .للمحور الصادي ) منطبقاً ( موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص. للمحور السیني ) منطبقاً

  
  . ثم إیجاد د، ه ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( تحدید المحور المستعرض : تاج إلى لإیجاد معادلة القطع الزائد نح        * 

  
  

                                      

  : معادلة الدرجة الثانیة في الصورة 
 ٠= وَ+ ھَـ ص + دَ س  + ٢جَـ ص+ بَ س ص + ٢س0

 تُمثـل 

  قطعاً زائداً
  ٠< جَـ × 0إذا كان   

 جَـ  لھما إشارتین مختلفتین، 0بمعنى أن 
 

  قطعاً ناقصاً
  ٠> جَـ × 0 إذا كان 

 لھما نفس الإشارة جَـ ، 0 بمعنى أن
 

  قطعاً مكافئاً 
   ٠= جَـ × 0إذا كان    

 أحدھما یساوي الصفر جَـ ، 0بمعنى أن 

   : Λجـ ، ب  ، Α     حیث                    Α٢ + ٢ب = ٢جـ

Α٢  ب         ٢ 
-  =١ 
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 ٦٥

   ) ٠ ، ٠( الصور القیاسیة  لمعادلة القطع المكافئ الذي ینطبق محوره على أحد المحورین ورأسھ نقطة الأصل 
  

  

  

  

  : ملاحظات ھامة 

   جـ   في الاتجاھین فنحصل على نقطتین ٢لرسم القطع المكافئ نتحرك من البؤرة مسافة مقدارھا   •

 فتحة القطع تتجھ دائماُ من الرأس إلى البؤرة  •

 جـ= البعد البؤري  •

 . ة ، ثم إیجاد د، ھـ، جـ من خلال استخدام المعطیات لإیجاد معادلة القطع یلزمنا تحدید فتحة لاختیار المعادل •
  

  

  

  

  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  جـ س٤ = ٢ص
  ٠= ص    جـ-= س    )٠، جـ (    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ+  

  الاتجاه الموجب لمحور السینات

  جـ س٤-  = ٢ص
  ٠= ص   جـ= س    )٠،  جـ -(    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ-  

  الاتجاه السالب لمحور السینات

  جـ ص٤ = ٢س
  ٠= س    جـ- = ص   )جـ  ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ+  

  الاتجاه الموجب لمحور الصادات

  جـ ص٤ - = ٢س
  ٠= س   جـ= ص   ) جـ - ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ-  

  الاتجاه السالب لمحور الصادات
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 ٦٦

  

  

  ) ھـ ، د ( الصور القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ الذي یوازي محوره أحد المحورین ورأسھ  
  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  د+  جـ -= س   )ھـ ، د + جـ (   )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي ( 

  )محور السینات 

Σ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  السینات

  د+ جـ = س   )ھـ ،د +  جـ - (  )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤-=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي( 

  )محور السینات 

Σ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  السینات

  

  ھـ+  جـ - = ص   )ھـ + جـ ، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤=٢) د –س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  الصادات

  ھـ+ جـ = ص   )ھـ +  جـ -، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤-=٢) د–س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  الصادات
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 ٦٧

  

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  دلة القطع الناقص معا
  المحور الأكبر

  ومعادلتھ

  المحور الأصغر

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني 

   

   ) ٠ ، ٠(      ٢    ص٢   س
   )٠، جـ ( 

   ) ٠،  جـ -( 

 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

  

     ٢    س٢   ص

  

  

 )٠ ، ٠ (   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

  

     ٢) ھـ-ص    (٢) د-س(
  

  

  )ھـ ، د + جـ (  ) ھـ ، د ( 

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

  

  

  

     ٢) د-س     (٢) ھـ-ص(

  

  

  

  ) ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  ) ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

 

   ب٢= البعد الأصغر                           * Α ٢= البعد الأكبر *  البعد البؤري                          =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

Αحیث                    ٢جـ + ٢ب = ٢     Α ،  جـ ، بΛ :   

    )Α، ٠،جـ  -(       )   ٠،جـ    (  ) ٠    ( )    - Α، ٠ ( 

+  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

     )٠،Α (      
      
    
         )   جـ،٠ (  
  
  
  )          جـ-،٠   ( 

  

      )٠، - Α ( 
Α٢  ب    ٢ 

+  =١ 

Α١=  + ٢  ب        ٢ 

Α٢  ب        ٢ 
+  =١ 
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 ٦٨

(  المحور المستعرض یكون موازیاًً   فإنموجباً) مثلاُ  ( ٢فإذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر س، یمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع  )١

 للمحور السیني ) منطبقاً 

  .للمحور الصادي ) منطبقاً (   فإن المحور المستعرض یكون موازیاًً  موجباً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص

  . ثم إیجاد د، ھـ ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( لإیجاد معادلة القطع الناقص نحتاج إلى تحدید المحور الأكبر  )٢

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  معادلة القطع الزائد

  المحور المستعرض

  )المحور البؤري(

  ومعادلتھ

  المحور المرافق

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني

  

     ٢    ص٢    س

  

 )٠ ، ٠(   
   )٠، جـ ( 

   )٠ ،  جـ-( 
 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

     ٢    س٢    ص

  

 )٠ ، ٠(   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

   

     ٢) ھـ-ص   (٢) د-س(

  

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ ، د + جـ (

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

-  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

- 
Α٢ب      ٢ 

 =١ 

 =١ 
Α٢  ب         ٢ 

- 
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 ٦٩

  

     ٢) د-س   (٢) ھـ-ص(

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  )ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

  
     Α ٢= البعد بین الرأسین *  البعد البؤري              =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

  
(      موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ) مثلاً  ( ٢لذي یحوي المتغیر سیمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع ، فإذا كان معامل المقدار ا      * 
  .للمحور الصادي ) منطبقاً ( موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص. للمحور السیني ) منطبقاً

  
  . ثم إیجاد د، ه ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( تحدید المحور المستعرض : تاج إلى لإیجاد معادلة القطع الزائد نح        * 

  
  

                                      

  : معادلة الدرجة الثانیة في الصورة 
 ٠= وَ+ ھَـ ص + دَ س  + ٢جَـ ص+ بَ س ص + ٢س0

 تُمثـل 

  قطعاً زائداً
  ٠< جَـ × 0إذا كان   

 جَـ  لھما إشارتین مختلفتین، 0بمعنى أن 
 

  قطعاً ناقصاً
  ٠> جَـ × 0 إذا كان 

 لھما نفس الإشارة جَـ ، 0 بمعنى أن
 

  قطعاً مكافئاً 
   ٠= جَـ × 0إذا كان    

 أحدھما یساوي الصفر جَـ ، 0بمعنى أن 

   : Λجـ ، ب  ، Α     حیث                    Α٢ + ٢ب = ٢جـ

Α٢  ب         ٢ 
-  =١ 
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 ٦٥

   ) ٠ ، ٠( الصور القیاسیة  لمعادلة القطع المكافئ الذي ینطبق محوره على أحد المحورین ورأسھ نقطة الأصل 
  

  

  

  

  : ملاحظات ھامة 

   جـ   في الاتجاھین فنحصل على نقطتین ٢لرسم القطع المكافئ نتحرك من البؤرة مسافة مقدارھا   •

 فتحة القطع تتجھ دائماُ من الرأس إلى البؤرة  •

 جـ= البعد البؤري  •

 . ة ، ثم إیجاد د، ھـ، جـ من خلال استخدام المعطیات لإیجاد معادلة القطع یلزمنا تحدید فتحة لاختیار المعادل •
  

  

  

  

  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  جـ س٤ = ٢ص
  ٠= ص    جـ-= س    )٠، جـ (    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ+  

  الاتجاه الموجب لمحور السینات

  جـ س٤-  = ٢ص
  ٠= ص   جـ= س    )٠،  جـ -(    )٠ ، ٠( 

  )محور السینات ( 
Σ-  

  الاتجاه السالب لمحور السینات

  جـ ص٤ = ٢س
  ٠= س    جـ- = ص   )جـ  ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ+  

  الاتجاه الموجب لمحور الصادات

  جـ ص٤ - = ٢س
  ٠= س   جـ= ص   ) جـ - ، ٠(    )٠ ، ٠( 

  )محور الصادات ( 
Ξ-  

  الاتجاه السالب لمحور الصادات
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 ٦٦

  

  

  ) ھـ ، د ( الصور القیاسیة لمعادلة القطع المكافئ الذي یوازي محوره أحد المحورین ورأسھ  
  اتجاه فتحة القطع  المحور  الدلیل  البؤرة  الرأس  المعادلة

  د+  جـ -= س   )ھـ ، د + جـ (   )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي ( 

  )محور السینات 

Σ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  السینات

  د+ جـ = س   )ھـ ،د +  جـ - (  )ھـ ، د (   ) د–س(جـ ٤-=٢) ھـ- ص(

  ھـ= ص 

  المحور یوازي( 

  )محور السینات 

Σ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  السینات

  

  ھـ+  جـ - = ص   )ھـ + جـ ، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤=٢) د –س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ+  

الاتجاه الموجب لمحور 

  الصادات

  ھـ+ جـ = ص   )ھـ +  جـ -، د (   )ھـ ، د (   ) ھـ–ص(جـ ٤-=٢) د–س (

  د= س 

  المحور یوازي( 

  )محور الصادات 

Ξ-  

الاتجاه السالب لمحور 

  الصادات
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 ٦٧

  

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الناقص 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  دلة القطع الناقص معا
  المحور الأكبر

  ومعادلتھ

  المحور الأصغر

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني 

   

   ) ٠ ، ٠(      ٢    ص٢   س
   )٠، جـ ( 

   ) ٠،  جـ -( 

 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

  

     ٢    س٢   ص

  

  

 )٠ ، ٠ (   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

  

     ٢) ھـ-ص    (٢) د-س(
  

  

  )ھـ ، د + جـ (  ) ھـ ، د ( 

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

  

  

  

     ٢) د-س     (٢) ھـ-ص(

  

  

  

  ) ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  ) ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

 

   ب٢= البعد الأصغر                           * Α ٢= البعد الأكبر *  البعد البؤري                          =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

Αحیث                    ٢جـ + ٢ب = ٢     Α ،  جـ ، بΛ :   

    )Α، ٠،جـ  -(       )   ٠،جـ    (  ) ٠    ( )    - Α، ٠ ( 

+  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

     )٠،Α (      
      
    
         )   جـ،٠ (  
  
  
  )          جـ-،٠   ( 

  

      )٠، - Α ( 
Α٢  ب    ٢ 

+  =١ 

Α١=  + ٢  ب        ٢ 

Α٢  ب        ٢ 
+  =١ 
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 ٦٨

(  المحور المستعرض یكون موازیاًً   فإنموجباً) مثلاُ  ( ٢فإذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر س، یمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع  )١

 للمحور السیني ) منطبقاً 

  .للمحور الصادي ) منطبقاً (   فإن المحور المستعرض یكون موازیاًً  موجباً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص

  . ثم إیجاد د، ھـ ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( لإیجاد معادلة القطع الناقص نحتاج إلى تحدید المحور الأكبر  )٢

  الصورة القیاسیة لمعادلة القطع الزائد 

  الرأسان   البؤرتان  المركز  معادلة القطع الزائد

  المحور المستعرض

  )المحور البؤري(

  ومعادلتھ

  المحور المرافق

  ومعادلتھ
  الرسم البیاني

  

     ٢    ص٢    س

  

 )٠ ، ٠(   
   )٠، جـ ( 

   )٠ ،  جـ-( 
 )Α ، ٠ (   

)- Α ، ٠(   

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

   ٠= ص 

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

  ٠= س 

  

  

     ٢    س٢    ص

  

 )٠ ، ٠(   
  )جـ ، ٠(  

  )  جـ -، ٠( 

 )٠ ، Α (   

 )٠ ، - Α(  

  )محور الصادات(

  ومعادلتھ 

   ٠= س 

  )محور السینات(

  ومعادلتھ 

  ٠= ص 

  

   

     ٢) ھـ-ص   (٢) د-س(

  

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ ، د + جـ (

  ) ھـ ، د +  جـ -(

 ) Α +  ھـ ، د(  

)- Α +  ھـ ، د(  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

-  =١ 
Α٢  ب    ٢ 

- 
Α٢ب      ٢ 

 =١ 

 =١ 
Α٢  ب         ٢ 

- 
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 ٦٩

  

     ٢) د-س   (٢) ھـ-ص(

  

  

  )ھـ ، د ( 
  )ھـ + جـ ، د ( 

  )ھـ +  جـ -، د ( 

  )ھـ  + Α، د ( 

  )ھـ  + Α -، د ( 

  

 //Ξ  

  ومعادلتھ 

  د   = س 

  

 //Σ  

  ومعادلتھ 

  ھـ  = ص 

  

  

  
     Α ٢= البعد بین الرأسین *  البعد البؤري              =  جـ  ٢= البعد بین البؤرتین *    

  
(      موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ) مثلاً  ( ٢لذي یحوي المتغیر سیمكننا تحدید المحور المستعرض للقطع الزائد من الصورة القیاسیة لھذا القطع ، فإذا كان معامل المقدار ا      * 
  .للمحور الصادي ) منطبقاً ( موجباً فإن المحور المستعرض یكون موازیاً ٢أما إذا كان معامل المقدار الذي یحوي المتغیر ص. للمحور السیني ) منطبقاً

  
  . ثم إیجاد د، ه ، أ ، ب من خلال المعطیات ) تقع علیھ البؤرتان ( تحدید المحور المستعرض : تاج إلى لإیجاد معادلة القطع الزائد نح        * 

  
  

                                      

  : معادلة الدرجة الثانیة في الصورة 
 ٠= وَ+ ھَـ ص + دَ س  + ٢جَـ ص+ بَ س ص + ٢س0

 تُمثـل 

  قطعاً زائداً
  ٠< جَـ × 0إذا كان   

 جَـ  لھما إشارتین مختلفتین، 0بمعنى أن 
 

  قطعاً ناقصاً
  ٠> جَـ × 0 إذا كان 

 لھما نفس الإشارة جَـ ، 0 بمعنى أن
 

  قطعاً مكافئاً 
   ٠= جَـ × 0إذا كان    

 أحدھما یساوي الصفر جَـ ، 0بمعنى أن 

   : Λجـ ، ب  ، Α     حیث                    Α٢ + ٢ب = ٢جـ

Α٢  ب         ٢ 
-  =١ 
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 ٧٠

  الھندسة الفراغیة الرابعفصل ال
عل  م الھندس  ة الفراغی  ة یبن  ى عل  ى مجموع  ة م  ن الم  سلمات والنظری  ات والنت  ائج والت  ي یج  ب التع  رف علیھ  ا    

  :وسنسرد ھنا العدید منھا
   
  . أي نقطتین في الفراغ یمر بھما مستقیم واحد فقط) ١
 م ستقیم ونقط ة خارج ة    أو م ستقیمان متقاطع ان   أویتعین المستوى بثلاث نقاط لیست على استقامة واحدة         ) ٢

  . مستقیمین متوازیین أوعنھ
  المستوى یحوي ثلاث نقط على الأقل لیست على استقامة واحدة) ٣
المستوى ھو ذلك السطح الذي إذا اختی رت نقطت ان علی ھ فالم ستقیم الم ار بھم ا یق ع بأكمل ھ ف ي الم ستوى                 ) ٤
  ).منطبق على ذلك السطح(
  .طتین فالمستقیم یقع بكاملھ في المستوىإذا اشترك مستقیم ومستوى في نق) ٥
  .یتقاطع المستویان في مستقیم یعرف بخط تقاطعھما المشترك) ٦
  ..إذا اشترك مستویان في نقطة فلا بد أن تقع على خط تقاطعھما ولا بد من أنھما متقطعان) ٧
  من نقطة خارج مستقیم لا یمكن رسم إلا مستقیم واحد یوازي المستقیم المفروض) ٨
   المستقیمان اللذان لا یلتقیان أما أن یكونا متوازیین إذا جمعھما مستوى واحد وإلا فإنھما متخالفان)٩
أتف ق عل ى   (تقاس الزاویة بین المستقیمین المتخالفین برسم مستقیم یوازي أحدھما من نقطة على الآخر   ) ١٠

  ) .الزاویة الحادة
  .قامة واحدة فإنھما منطبقانإذا اشترك مستویان في ثلاث نقاط لیست على است) ١١
    أي لا یلتقیاФ= س ∩ المستقیم ل یوازي المستوى س إذا كان ل ) ١٢
  . مثلاًب فإنھ یقطعھ في نقطة س// ل إن لم یكن ) ١٣
  ) .= ص ∩ س (  لا یلتقیا مھما امتدا أو) منطبقان(یتوازى المستویان إذا اشتركا في ثلاث نقاط ) ١٤
  .س// ل  فإن سرج المستوى س مستقیماً في المستوى  خالإذا وازى مستقیم ) ١٥
   فيس یقطع المستوى ل فكل مستوى یمر بالمستقیم س مستوى لإذا وازى مستقیم ) ١٦
  .ك// ل  فإن ك مستقیم     
  .إذا قطع مستوى مستویین متوازیین فإن خطا تقاطعھ معھما متوازیان) ١٧
واحد یكون عمودي على مستوییھما أو عمودي على المستقیم العمودي على مستقیمین في مستوى ) ١٨

  .مستقیمین عند نقطة تقاطعھما
  .المستقیمان العمودیان على مستوى واحد متوازیان) ١٩
  .المستقیمان المتوازیان إذا كان أحدھما عمودي على مستوى فالآخر عمودي علیھ) ٢٠
  الآخرإذا توازى مستقیمان فالمستوى المار بأحدھما یكون موازیاً ) ٢١
إذا قطع  ت ثلاث  ة م  ستویات متوازی  ة بم  ستقیمین ف  إن أط  وال القط  ع الم  ستقیمة المح  صورة بینھم  ا تك  ون   ) ٢٢

  .متناسبة
  .المستقیمان الموازیان لثالث في الفراغ متوازیان) ٢٣
  .إذا مر مستویان بمستقیمین متوازیین فإن خط تقاطع المستویین یوازي كلاً من المستقیمین المتوازیین) ٢٤
إذا وازى مستقیمان متقاطعان مستقیمین آخرین متقاطعین فالزاویة بین المستقیمین الأولیین مساویة ) ٢٥

  .للزاویة بین الآخرین أو مكملة لھا
  .إذا كان مستقیم عمودي على مستوى فكل مستوى یمر بھذا المستقیم یكون عمودیاً على المستوى) ٢٦
ح  دھما عم  ودي عل  ى خ  ط تقاطعھم  ا فإن  ھ یك  ون عم  ودي عل  ى     إذا تعام  د م  ستویان ووج  د م  ستقیم ف  ي أ  ) ٢٧

  .المستوى الآخر
المستویان المتقاطعان وعمودان على مستوى ثالث فإن خط تقاطعھما یكون عمودیا على المستوى ) ٢٨

  .الثالث
تع  رف الزاوی  ة ب  ین م  ستویین بالزاوی  ة الزوجی  ة بینھم  ا وتق  اس بالزاوی  ة المح  صورة ب  ین العم  ودین           ) ٢٩

  .ن من نقطة على خط تقاطعھماالمقامی
  .إذا كانت الزاویة الزوجیة بین مستویین قائمة كان المستویان متعامدین، والعكس صحیح) ٣٠
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 ٧١

  

       )المساحات والمحيطات (          لمستويةقوانين الهندسة ا ًولا
  الارتفاع× القاعدة  ½                                  

  جا الزاوية المحصورة بينهما ×   حاصل ضرب أي ضلعين ½     =ة     المساح المثلث– ١
     

  نصف المحيط أَ  طول الضلع المقابل الزاوية أ = حيث ح 
  في حالة المثلث المتطابق الأضلاع 

   حیث ل طول ضلعھ      ٢    ل٣     = المساحة 
  

  مجموع أطوال أضلاعھ= محیط المثلث 
  
   ) حیث ل طول ضلعھ       ( ٢ل= مساحة         ال المربع-٢

  طول الضلع  × ٤= المحیط  
  
  ص × س = العرض × الطول = المساحة   المستطیل   -٣

   ) ص + س  ( ٢) = العرض + الطول  ( ٢= المحیط 
  
  الارتفاع ×  القاعدة  =  المساحة   المعین           - ٤

   حاصل ضرب طولي قطریھ ½=  
  طول الضلع ×  ٤= المحیط 

  
  الارتفاع ×  القاعدة  = المساحة  متوازي الأضلاع       – ٥

  ) طول الضلع الأصفر + طول الضلع الأكبر  ( ٢= المحیط 
   
  المنحرف شبھ – ٦

  الارتفاع×   مجموع القاعدتین ½=  المساحة    
  الارتفاع × القاعدة المتوسط = 

  مجموع أطوال أضلاعھ = محیط شبھ المنحرف 
  
  
  
  
  حا الزاویة المحصورة بینھما ×  حاصل ضرب طولا قطرین ½ =  مساحة أي شكل رباعي– ٧

 َـ ح–ح ) ( بَ –ح (  أَ  –ح ( ح 
( 

 

٤ 

        
 

 

 أ

 ب أ

 بَ

 جـ

 جَـ

 س

 ص

 الأكبر
 الأصغر
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 ٧٢

   ) ١٨٠× ) ٢ –ن (= هـ   ٨   ( هـ  ظا ٢  ل  ن =  مساحة سطح المضلع المنتظم – ٨
    )ن عدد أضلاع ل طول الضلع( 

    ١٨٠  ظتا ٢ ل ن  =  
  
   ) ٣٦٠( ا ج ٢   نق ن= 
  

   رؤوسهلدائرة المارة بحيث نق نصف قطر ا
  
  )ضلعه ( رفه ح حيث ل طول ٢ ل٦=      المساحة الكلية   المكعب-٩

     ٣ل=  حجمه   

  ٢ط نق=      المساحة  الدائرة-١٠
   ط نق٢=  المحيط   

  ٣,١٤  أو  ٢٢=   حيث نق نصف القطر   ط 
  
  ثاغورس ی قاعدة ھامة نظریة ف- ١١ 

  ع طول الوتر یساوي مجموع مربعى طولي الضلعین الآخرین    القائم الزاویة مربالمثلثفي   
   ٢|ب ج |  + ٢|أ ب |  =  ٢|أ ج | 

   
    لستیني  المثلث الثلاثي ا-١٢

  
  
  
  

   المثلث القائم المتطابق الضلعین -١٣
  
  
  

 ن

 ن

 ٢ ن

   ٤ ن

٤ 

٧    

٣٠ 

٦٠ 

٣ ٢ 

١ 

٤٥ 

١ ٤٥ 
١ 

٢ 
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 ٧٣

  المنشور 
 ھ الجانبی  ة متوازی  ات  ھ  و كثیروج  وه ل  ھ قاع  دتان متوازیت  ان ومتطابقت  ان وك  ل منھم  ا م  ضلع والأوج        -:تعریف  ھ 
  أضلاع 

  ملاحظات 
  . الأحرف الجانبیة للمنشور متساویة الطول ومتوازیة – ١
  .   یسمى المنشور حسب عدد أضلاع القاعدة – ٢
  . ھو البعد بین قاعدتیھ أو المستقیم العمودي على كلاً من قاعدتیھ :ارتفاع المنشور  – ٣
 یساوي الحرف الجانبي الارتفاعیة عمودیة على القاعدتین تكون الأحرف الجانب :المنشور القائم   - ٤

  . والأوجھ الجانبیة مستطیلات 
  ھو الذي تكون الأحرف الجانبیة مائلة على قاعدتیھ  :المنشور المائل  – ٥

  )ھـ زاویة میل الأحرف على القاعدة ( حاھـ     × طول الحرف = والارتفاع 
  ن تقاطع مستو یعامد أحرف المنشور  ھو سطح ناتج ع:تعریف المقطع القائم  

   إذا قطع منشور بمستوى یوازي أحد أحرفھ الجانبیة:ملحوظة 
  )أو أحد أوجھھ الجانبیة فإن المقطع الناتج یكون متوازي أضلاع            ( 

  حالات خاصة من المنشور 
  إذا كان المنشور رباعي قائم قاعدتھ مستطیل سمى متوازي مستطیلات – ١
  كان المنشور رباعي مائل قاعدتھ متوازي أضلاع سمى متوازي سطوح  إذا -٢
  سمى مكعب ) أو أحرفھ كلھا متساویة (  إذا كان المنشور رباعي قائم جمیع أوجھھ مربعات -٣
  

  ملخص قوانين المنشور 
  الحجم  المساحة الكلیة  المساحة الجانبیة  المجسم

  المنشور
  مجموع مساحات أوجھ

طول × قائم محیط المقطع ال أو 
  الحرف الجانبي

  المساحة الجانیة
+  

  مجموع مساحتي القاعدتین

× مساحة المقطع القائم 
  طول الحرف الجانبي

  الارتفاع× محیط القاعدة   المنشور القائم
  المساحة الجانبیة

+  
  مجموع مساحتي القاعدتین

× مساحة القاعدة 
  الارتفاع

  
  

  تمــارين
   الذي طول ضلعھ ل سم ؟ أو جد مساحة الخماسي المنتظم– ١

  -:الحل
    ١٨٠ظتا     ×  ٢ل   × ن=   مساحة المضلع المنتظم 

  
  ١٨٠  ظتا    ٢  ل٥=  مساحة الخماسي المنتظم 

  ن              

 ٤ ن

٤ 
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 ٧٤

   ه٣٦ ظتا ٢  ل٥                          =  
                

  ه٥٤ ظا ٢  ل٥                          =  
                                

  ٢ سم٢ ل١,٧٢                         = 

  
  أحسب  المساحة  الجانبیة  والكلیة لمنشور خماسي  منتظم طول  ضلع  قاعدتھ –  ٢

  سم ؟٢٥سم  وارتفاعھ ١٠
  -:الحل 

  ١٨٠ظتا  × ١٠٠  × ٥  =  ١٨٠ ظتا ٢  ل ن) =  خماسي منتظم ( مساحة القاعدة 
  ه٥٤ ظا ١٢٥  = ه٣٦ ظتا ١٢٥=  
  ٢ سم١٧٢= 

  طول الارتفاع ×   محيط القاعدة  =   المساحة الجانبية   
  ٢سم١٢٥٠  =  ٢٥×  ) ١٠ × ٥                    =   ( 

  مساحة القاعدة    ×  ٢+  المساحة الجانبية  =  المساحة الكلية   
 =٣٤٤  +  ١٢٥٠            =   ١٧٢ × ٢ + ١٢٥٠  

    ٢ سم١٥٩٤      =                     
  

سم ، ١٣سم وقاعدتھ مثلث اضلاعھ ٦ منشور ثلاثي مائل طول حرفھ الجانبي -٣     
   فكم محیط مقطعھ القائم ؟٢ سم٢٤٠سم إذا كانت مساحتھ الكلیة ٥سم ، ١٢

  -:الحل 
  )٢ )١٣    = ( ١٦٩    = ٢٥  +  ١٤٤ =   ٢ )٥  +  (   ٢  )١٢  

  المثلث قائم الزاوية
  الارتفاع ×    طول القاعدة ½)  = المثلث ( مساحة القاعدة 

  ٢ سم٣٠ = ١٢ × ٥×  ½                                =
  مساحة القاعدة  × ٢+ المساحة الجانبية =  المساحة الكلية  

  ٦٠+ المساحة الجانبية =   ٢٤٠                           

٤ 

٤ 

٥ ٥ ٤ ٤ 

 متممة

٢٥ 

١٣ 
١٢ 

٥ 
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 ٧٥

   ٢سم١٨٠  =  ٦٠ –  ٢٤٠=   المساحة الجانبية  
  طول الحرف × محيط المقطع القائم =  ور مائل نشالمساحة الجانبية لم

 ٣٠  = ١٨٠= محيط المقطع القائم            ٦×   القائم      المقطع محيط= ١٨٠           
                                                                          ٦  

                                                               
     
 سم  ١٦سم ،  ١٢سم وقاعدتھ على شكل  معین قطراه  ٤منشور قائم ارتفاعھ  – ٤ 

  كم مساحتھ الكلیة ؟.  
  الحل

  حاصل ضرب طولي قطرية   ½) = المعين ( مساحة القاعدة 
  ٢ سم٩٦ + ١٦ × ١٢ × ½                              =

  سم ١٠ = )طول ضلع القاعدة (     ل١٠٠ = ٦٤ + ٣٦ = ٢٨ + ٢٦ = ٢ل: رت من فثياغو
  الارتفاع × محيط القاعدة = المساحة الجانبية 

   ٢ سم١٦٠  = ٤×   )  ١٠ × ٤                   = ( 
  مساحة القاعدة  × ٢+ المساحة الجانبية = المساحة الكلية 

 =                 ١٩٢ + ١٦٠   =    ٦٩ × ٢ + ١٦٠   
  ٢ سم٣٥٢              = 

  
  
  

  
  
  

  
  
  
  
  

 

٨ 

٦ 

 ل
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 ٧٦

  الھرم 
  ھو كثیر وجوه أحد وجوھھ مضلع ویقیھ الوجوه مثلثات تلتقي في نقطھ واحدة ھي رأس الھرم : تعریفھ  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :ملاحظات 
  ھو ھرم قاعدتھ مضلع منتظم خواصھ  الھرم القائم

  . ارتفاعھ ھو البعد بین رأسھ ومركز قاعدتھ -٢ .       جمیع الأوجھ الجانبیة متطابقة – ١
  . ارتفاعات أوجھھ الجانبیة متساویة في الطول – ٣

الھرم  الثلاثي یسمى رباعي وجوه  وإذا كانت حروفھ متساویة في الط ول س مى رب اعي وج وه       
  .منتظم 

ة الأض لاع  مثلث ات متطابق   ) بما في ذل ك القاع دة    ( أوجھھ الاربعھ   : في رباعي الوجوه المنتظم     
  .وجمیعھا متطابقة 

  
  قوانین الھرم 

  الحجم   المساحة الكلیة   المساحة الجانیة   المجسم 

×  محیط القاعدة ½      الھرم القائم 
  الارتفاع الجانبي

  المساحة الجانبیة 
+  

  مساحة القاعدة 

  مساحة القاعدة    
×  

   الارتفاع 

الھرم 
  الناقص

 مجموع محیط ½
ارتفاع  × القاعدتین 

  الوجھ الجانبیة

  المساحة الجانبیة 
+  

مجموع مساحة 
  القاعدتین

 ٢ ق١ق + ٢ق+١ق( عَ ١ح 
  حیث عَ الارتفاع ) 
   مساحة القاعدتین ٢ ق١ق

  
  
  
  
  
  

٣ 

٣ 
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 ٧٧

  ملاحظات 
قاعدت  ھ ف  إن الج  زء المح  صور یب  ین قاع  دة الھ  رم    // إذا قطع  ت الاح  رف الجانبی  ة للھ  رم بم  ستو   

  توي القاطع یسمى ھرم ناقص متوازي القاعدتین والمس
  
  
  

   ٢) ع –ع (  = ١قبحيث          
  بحیث
    مساحة القاعدة الصغرى ١ ق
   مساحة القاعدة الكبرى ٢ق
   ارتفاع الهرم الكامل ع
   ارتفاع الناقص عَ
  
  ما ھي المساحة الكلیة الرباعي وجوه منتظم طول حرف ل ؟ -١

  مساحة مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه ل =  حد   مساحة الوجه الوا-:الحل 
  ٢  ل                        = 

  

  مساحة الوجه الواحد  × ٤= المساحة الكلية 
  ٢  سم ٢ل         =          ٢  ل        × ٤                =  

  
   ١٥      ٤سم ، ١٧سم ، ٧سم وقاعدتھ مثلث أضلاعھ ١٥ ھرم ثلاثي ارتفاعھ – ٢

  فما ھو حجمھ ؟ 
   ٢١٧ = ٢٨٩ = ١٤٠ + ٤٩ = ٢  )١٥   ٤ + ( ٢٧ -:الحل 

  القاعدة مثلث قائم 
  ٢ سم ١٥   ١٤ = ١٥   ٤ ×٧ × ½= مساحة القاعدة  

  الارتفاع × مساحة القاعدة  ١= حجم الهرم 
      
  ٣  سم ١٥  ٧٠ = ١٥  × ١٥    ١٤  × ١= 

  

٤ 

٤ 

٣ 

٣ 

٢ق ٢ع   

١٧ 

٧ 

١٥  ٤  
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 ٧٨

    حاصل ضرب طولي قطريه ½ ) = المعين(  مساحة القاعدة -:الحل 
  ٢سم ٢٤ = ٨ × ٦×  ½                                     = 

  الارتفاع ×  مساحة القاعدة  ١= حجم الهرم 
           

  ٣ سم ١٢٨ = ١٦ × ٢٤ ×   ١ = 
  
     
م   ستوي ی   وازي القاع   دة ویبع   د عنھ   ا ب ٢س   م١٩٦   قط   ع ھ   رم م   ساحة قاعدت   ھ - ٣

 فأح  سب ارتف  اع الھ  رم   ٢س  م ١٤٤ن  ت م  ساحتھ المقط  ع الن  اتج     س  م إذا كا١٠م  سافة
  .وحجمھ 

   ١٩٦) = مساحة القاعدة  : ( ٢    ،  ق١٤٤) = مساحة المقطع  : ( ١ ق-:الحل 
 ؟= ارتفاع الهرم :  ،     ع ١٠= البعد بين المقطع والقاعدة :     ع  
  ٢ )١٠ -ع (     =  ١٤٤      )  ع  –ع  (    =  ١ق      

  
  بأخذ الجذر التربيعي للطرفين 

  ع١٢ = ١٤٠ -ع  ١٤        ١٠ –ع    =   ١٢
  
  سم ٧٠=      ع ١٤٠= ع ٢

  الارتفاع ×  مساحة القاعدة  ١= حجم الهرم 
  ٣سم٤٥٧٣,٣ = ٧٠ × ١٩٦ × ١                   = 

  
 سم١٦سم ، ٦سم والقاعدتان مربعان ضلھاھما  ١٢ في ھرم ناقص الارتفاع – ٤ 

  أحسب حجم الھرم الناقص  وما حجم الھرم الكامل ؟
   مساحة القاعدة الصغيرة ٣٦  = ١ ق-:الحل 

   مساحة القاعدة الكبرى ٢٥٦ = ٢          ق
   )ل حيث طول ضلعه= مساحة المربع   (

 ارتفاع الهرم الناقص ١٢=      ع   

٣ 

٣ 

٢ق ٢ع  ٢ع ١٩٦   

 ع ١٤

٣ 
٣ 

٢ 
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 ٧٩

    )٢ ق١ق+    ٢ق + ١ق(  ع ١= حجم الهرم الناقص 
   ٣ سم١٥٥٢  = ٣٨٨ × ٤ )  = ٩٦ + ٢٥٦ + ٣٦  (١٢ × ١

   بجذر الطرفين      ٢ )١٢ –ع (   = ٣٦     ) ع –ع (  = ١ق
  

   ١٢ –ع    =  ٣       ١٢ –ع  = ٦
  
  سم ١٩,٢   ٩٦=   ع ⇐ ٩٦= ع ٥   ⇐ع ٣ = ٩٦ –ع ٨

  الارتفاع ×   مساحة القاعدة ١= حجم الهرم 
   ٣ سم١٦٣,٤ = ١٩,٢ × ٢٥٦ × ١= الكامل  

سم ، ٦ إذا كان طولا ضلعي قاعدته ٢    سم ٢٧٦ المساحة الكلية لهرم سداسي ناقص وقائم – ٥
  سم  ، أحسب ارتفاع الوجه الجانبي ٨

   ٦=              ن ١٨٠ ظتا ٢   لن=  مساحة السداسي المنتظم -:الحل 
  )سم ٦ =ل          (  ١٨٠ظتا  × ٣٦ × ٦ = ١  قغرىمساحة القاعد الص

   ه٦٠ظا ٥٤ = ه٣٠ ظتا ٥٤                                   = 
  ٢      سم ٥٤=                                 

  )سم ٨= ل                   ( ١٨٠ظتا  × ٦٤ × ٦ = ٢مساحة القاعدة الكبرى ق
  ٢     سم٩٦ = ٦٠ ظا ٩٦   = ٣٠ ظتا ٩٦    =                      

  مجموع مساحتي قاعدتيه   +  مساحة الجانبية  =   القائم الناقص   السداسيساحة الكلية للهرمالم
    ٣  ٩٦    + ٣  ٥٤+   المساحة الجانبية    = ٣   ٢٧٦

                 ٣  ١٥٠   -    ٣  ٢٦٧= المساحة الجانبية 
  ٢   سم٣   ١٢٦ = 

  ارتفاع الوجه الجانبي  ×     مجموع محيطي القاعدتين½= المساحة الجانبية 
  ارتفاع الوجه الجانبي ×    )  ٨  ×  ٦  =  ٦ × ٦  ( ½   = ٣ ١٢٦
  ارتفاع الوجه الجانبي   ×  ٤٢    =   ٣  ١٢٦

    سم ٣   ٣   =    ٣  ١٢٦=   ارتفاع الوجه الجانبي  

٣ 

٢ق ٢ع  ٢ع ٢٥٦   

 ع ٨ ع ١٦

٥ 
٣ 

٣ 

 ن ٤

٦ ٤ 

٦ ٤ 

٣ 
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 ٨٠

  
  الاسطوانة والمخروط 

  :أولاً الاسطوانة  الدائریة القائمة 
  .ي یتولد من دوران مستطیل دوره كاملة حول أحد أضلاعھ ھي الجسم الذ -:تعریف 

  
  
  
  
  
  
  
  

  ملاحظات ھامة 
       إذا قطعت الاسطوانة الدائریة القائمة بمستو یوازي القاعدة فالمقطع الناتج ھو -١         

  مساحتھ تساوي مساحة القاعدة   قرص دائري                       
ة القائمة بمستو یحتوي محورھا فالمقطع الناتج ھو إذا قطعت الاسطوانة الدائری - ٢

  .حیث ر نصف قطر الاسطوانة ، ع ارتفاعھا )  رع ٢(مستطیل مساحتھ 
  

   -:المخروط : ثانیاً 
   ھو جسم لھ قاعدة عبارة عن سطح مستو دائري وسطحھ الجانبي أملس غیر مستو :تعریفھ  

 قائم الزاویة دورة كاملة حول أحد ضلعي  یتولد من دوران مثلث-:والمخروط الدائري القائم 
  أو من دوران مثلث متساوى الساقین دورة كاملة حول ارتفاعھ . القائمة 

  
  
  

  -:ملاحظات ھامة 
  

إذا قطع المخروط الدائري القائم بمقطع یوازي القاعدة فالمقطع الناتج ھو قرص دائري - ١

   ٢) عَ –ع (   =   مساحة المقطع:تتحدد مساحتھ من العلاقة 

  ) ارتفاع المخروط الدائري القائم الناقص ( حیث عَ ھي البعد بین المقطع والقاعدة 
  
 إذا قطع المخروط الدائري القائم بمستو یحتوي المحور فالمقطع الناتج ھ و مثل ث متط ابق       – ١

    ر ع ½الضلعین مساحتھ تساوي  
  
  

٤٢ 

٢ع مساحة القاعدة   
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 ٨١

  
  ملخص قوانین الاسطوانة والمخروط 

  
  الحجم   المساحة الكلیة   انبیة المساحة الج  المجسم 

الاسطوانة الدائري 
  القائمة 

× محیط القاعدة 
   ط ر ع٢= الارتفاع 

+ المساحة الجانبیة 
مجموع مساحتي 

ط +  ط ر ع ٢القاعدتین  
  ٢ر

× مساحة القاعدة 
 × ٢ط ر= الارتفاع 
  ع

المخروط الدائري 
  القائم 

  

×  محیط القاعدة ½  
ط ر = طول الراسم 
  ل 

+ احة الجانبیة المس
ط رع = مساحة القاعدة 

  ٢ط ر+ 
×   مساحة القاعدة ١

   ع٢ ط ر١=الارتفاع 

المخروط الدائري 
  القائم الناقص 

  مجموع محیطي ½
طول × القاعدتین 
ل  )٢ر+١ر(الراسم ط 
 نصف ٢،ر١حیث ر

قطري قاعدتیھ ع 
ارتفاعھ ل طول 

  راسمھ

+ المساحة الجانبیة 
  مساحة القاعدتین 

 + ١ر٢ (   ط ع١
   )٢ر١ر +٢ر٢

  
  
 ٤٠إذا كان قطرھا الخارجي .  طول أنبوبة معدنیة على ھیئة اسطوانة دائریة قائمة أ م – ١ 

  فما حجم المعدن ؟.  سم٣٠سم و الداخلي 
   حجم الاسطوانة الداخلیة –حجم الاسطوانة الخارجیة =  حجم المعدن -:الحل 

   ع ٢ ط ر– ع ٢ط ر                         = 
   ١٠٠ × ٢ )١٥(  ط – ١٠٠×  ) ٢٠( ط                         = 
   ١٠٠ × ٢٢٥×  ط – ١٠٠ × ٤٠٠× ط                         = 
   ٣ ط سم١٧٥٠٠=  ط   ٢٢٥٠٠ – ط ٤٠٠٠٠                        = 

  
 م ساحة  س م بم ستو یم ر بمحورھ ا م ن فكان ت      ٣٨ قطعت اسطوانة دائریة قائم ة ارتفاعھ ا         – ٢

  ؟ ) ٢٢= ط ( أحسب حجم الاسطوانة ومساحة سطحھا الجانبي  . ٢سم٥٣٢المقطع الناتج 
   ر ع ٢ المقطع الناتج ھو مستطیل مساحتھ -:      الحل 

  سم ٧  = ٥٣٢=  ر   ⇐  ٥٣٢= ر  ٧٦  ⇐   ٥٣٢= ر ٣٨ × ٢⇐
  

  ٣سم٥٨٥٢ = ٣٨ × ٤٩  × ٢٢=  ع ٢ط ر= حجم الاسطوانة 
  

  ٢ سم١٦٧٢ = ٣٨ × ٧ × ٢٢× ع =  ط ر ع ٢= انبي مساحة السطح الج
  

٧ 

٧٦ 

٧ 

٧ 

١
 ٢ 

٣ 

٣ 

٣ 
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 ٨٢

  
  
سم ١٧سم وطول الراسم ٨ مخروط دائري قائم طول نصف قطر القاعدة في – ٣

  .أحسب الحجم والمساحة  الكلیة 
   من فيثاغورث-: الحل 
   ٦٤ – ٢٨٩  = ٢٨ – ٢١٧ = ٢ع

 =     ٢٥٥     ⇐    
   سم ١٥    =  ٢٢٥=    ع   

   ع٢   ط ر١= ئري القائم   حجم المخروط الدا
  ٣ ط سم٣٢٠ = ١٥ × ٦٤×  ط ١                                   =  

  مساحة القاعدة + المساحة الجانبية = المساحة الكلية 
   ٢ط ر+ ط ر ل                      =  
  ٢ ط سم٢٠٠= ط ٦٤+ ط ١٣٦ = ٦٤× ط  + ١٧ × ٨× ط                    = 

  

  الكره
  

ھي  جسم محدود  بسطح منحني مقفل جمیع نقطة على أبعاد   -:ف الكره تعری
  .تسمى المركز ) م ( متساویة من نقطة ثابتة 

  )) ویسمى البعد الثابت نصف قطر الكره ورمزه ر (( 
  ھو الجزء المحصور بین مستویین متوازیین قطعا الكره  -:المنطقة الكرویة 

  
  

  قاعدتین ھو البعد بین ال) ع ( وارتفاعھا 
إذا قطعت الكرة بمستو فإن كلاً من الجزأین الناتجین یسمى قبة : القبة الكرویة 

  .كرویة 
  القطاع الكروي 

ھو جزء من  كره مكون من قبة كرویة ومخروط دائري قائم رأسھ مركز الكره 
  وقاعدتھ ھو قاعدة القبة 

  

٣ 

٣ 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ٨٣

  
  

  ملاحظات  الحجم  المساحة  المجسم

  ٣ ط ر٤    ٢ ط ر٤  الكره 
  

  ) ع –ر ٣( ٢ ط ع١   ط ر ع٢  القبة الكرویة 
  

  ھو الفرق بین حجم قین    ط ر ع٢  المنطقة الكرویة
      

في جمیع 
القواسین ھـ 
نصف قطر 

  الكره 

  
  
  
  

  -:سم أوجد ما یلي ٨سم وطول قطرھا ٢قبھ كرویھ ارتفاعھا 
   حجم القبة الكرویة – ٢ مساحة القبة الكرویة      – ١   

   -:الحل 
  :حسب فيثاغورت 

   ٢ )٢ -ر   + ( ٢٤= ر ٢
   ٤+ ر ٤ –ر ٢ + ١٦= ر ٢
  )نصف قطر الكره          ( ٥=         ر ⇐             ٢٠= ر  ٤⇐

   ط ر ع ٢= مساحة القبة الكروية 
   ١            # ٢ ط سم٢٠  = ٢ × ٥×  ط ٢                         = 

  )  ع – ر٣ ( ٢  عط= حجم القبة الكروية   

   )٢ – ١٥ ( ٤  × ط                         = 

  

    ٢             # ٣ ط سم٥٢   = ١٣ × ٤  × ط                         = 

    ٣ ٣ 

٣ 

٣ 

٣ 

٣ 
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 ٨٤

  )جَبْرال( ثالثالالباب 
جَبْر كلمة عربیة وھو فرع من علم الریاضیات وجاء اسمھ من كتاب عالم الریاضیات والفلك 

الذي قدم ) الكتاب المختصر في حساب الجبر والمقابلة(والرحالة محمد بن موسى الخورازمي 
  .العملیات الجبریة التي تنظم إیجاد حلول للمعادلات الخطیة والتربیعیة

حد الفروع الثلاثة الأساسیة في الریاضیات إضافة إلى الھندسة الریاضیة والتحلیل ویشكل علم الجبر أ
 الجبریة والتماثلات البنيویھتم ھذا العلم بدراسة . الریاضي ونظریة الأعداد والتبادیل والتوافیق

  .بینھا، والعلاقات والكمیات

لا یتعامل مع الأرقام فحسب، بل فھو . والجبر ھو مفھوم أوسع وأشمل من الحساب أو الجبر الابتدائي
ویصیغ الجبر البدھیات والعلاقات التي . یصیغ التعاملات مع الرموز والمتغیرات والفئات كذلك

  .ولذا یعتبر من الأساسیات المنظمة لطرق البرھان. بواسطتھا یمكن تمثیل أي ظاھرة في الكون

  .یقسم علم الجبر لعدة فروع

 دراسة خصائص الأعداد الحقیقیة، وتستخدم رموز للتعبیر عن     الجبر الابتدائي، وفیھ یتم
المتغیرات والثوابت، وتتم دراسة القواعد التي تضبط المعادلات والتعابیر الریاضیة المكونة من ھذه 

ویتم تدریسھ غالبا في التعلیم الثانوي إضافة إلى إعطاء أفكار أساسیة حول بقیة مواضیع . الرموز
الجبر الابتدائي تتم دراسة جمع وضرب الأعداد، ودراسة كثیرات الحدود وطرق الجبر التجریدي في 

  .إیجاد الجذور لكثیرات الحدود ھذه

أو (والحلقات والحقول ) أو المجموعات(    الجبر التجریدي، وفیھ تتم دراسة البنى الجبریة كالزمر 
الذي یمثل عصب دراسة ) ھيأو فضاء المتجھات أو الفراغ الاتجا(، والفضاء الشعاعي )المجالات

ویتم بعد ذلك في الجبر التجریدي، عملیة تجرید للعملیة الحسابیة فیستعاض عن . الجبر الخطي
عندئذ تصبح عملیات الجمع . الأعداد برموز تدعى في الجبر متغیرات أو عناصر لمجموعة ما

وتعریف ھذه العملیات یقودنا والضرب مجرد أمثلة عن المؤثرات الجبریة والعملیات الجبریة الثنائیة، 
  .إلى بنى جبریة مثل الزمر، والحلقات، والحقول

    الجبر الخطى، وھو مھتم بدراسة المتجھات، الفراغات الخطیة، التحویلات الخطیة، ونظم 
تعتبر فراغات المتجھات موضوعا مركزیا في الریاضیات الحدیثة؛ لذا یعتبر الجبر . المعادلات الخطیة

الجبر الخطي لھ أیضاً أھمیة قصوى .  الاستعمال في كلا من الجبر المجرد والتحلیل الداليالخطي كثیر
  .في الھندسة التحلیلیة كما أن لھ تطبیقات شاملة في العلوم الطبیعة والعلوم الاجتماعیة

  .    الجبر الشامل، وفیھ تتم دراسة الخواص العامة لكل البنى الجبریة

  .م بدراسة خواص الأعداد من الناحیة النظریة    جبر الأعداد، وھو یھت

  .    الجبر الھندسي، ویھتم بدراسة تجرید قواعد الھندسة

  .    جبر التوافیق، ویھتم بدراسة التبادیل والتوافیق
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 ٨٥

      جبر الحاسوب، وفیھ تتم دراسة الخوارزمیات الخاصة بالتعامل مع الكائنات الریاضیة

  

  مقدمة
  أي أن العدد هو تعبير رمزي أو اصطلاحي أو ١."مقدار ما يعد، ومبلَغُه"ع العددِ، والعدد هو الأعداَد لغةً هي جم

  .كتابي لمقدار ما يعد من الكائنات والأشياء
هو الرمز المستعمل للتعبير عن أحد الأعداد البسيطة، : "أما الأرقام لغةً فهي جمع الرقْم، والرقْم في علم الحساب

  إذاً الرقم هو رمز يعبر عن العدد الذي عادةً ما يعبر ٢]."أو ما ركِّب منها[هي الأعداد التسعة الأولى والصفر، و
ففي القرآن الكريم مثلاً لا يوجد آيةٌ كتب فيها .  عنه بواسطة تركيب معين من الأرقام أو بواسطة ما يكتب كتابةً

ففي قوله تعالى في سورة البقرة الآية .  ر عنها بشكل كتابيولكن عب) أي على شكل رمز(العدد بشكل رقمي 
 كما هو –، نجد أن الأعداد )فمن لَّم يجِد فَصِيام ثَلاَثَةِ أَيامٍ في الحجِ وسبعةٍ إذا رجعتُم، تِلك عشَرةٌ كَامِلَةٌ( :  ١٩٦

    ٣. قد كتبت كتابةً–الحال في جميع سور القرآن الكريم 
  

  داد وتطورهاأنواع الأع
   ٤:جرت العادة على أن تقسم مجموعات الأعداد الأكثر شيوعاً إلى ما يلي

  ):natural numbers(مجموعة الأعداد الطبيعية : ١
  } ...........  ، ٥، ٤ ، ٣ ، ٢، ١{ = )ع   ( مجموعة أعداد العد -

وهي الأعداد .  عن المقادير والكميات هي أقدم أعداد معروفة عبر التاريخ، وهي أول شكل أوجده الإنسان للتعبير
  ).  إلخ… ،٦، ٥، ٤، ٣، ٢، ١، ٠( 
  }......  ،  ٢ ، ١ ، ٠ ، ١-  ، ٢-،  ....... { = ص  ):integers(مجموعة الأعداد الصحيحة ) ٢

 ، أعداد)٠(الصفر : ولذلك فإن الأعداد الصحيحة تضم ما يلي.  ، والأعداد الطبيعية ونظائرها)٠(وهي العدد صفر 
، ١( وهي  ) natural numbers(وتسمى أحياناً بالأعداد الطبيعية ) integers positive(صحيحة موجبة 

، -٥، -٤، -٣، -٢، -١(وهي ) integers negative(، وإلى أعداد صحيحة سالبة  )… ،٦، ٥، ٤، ٣، ٢
٦-،….(  

  لاحظ أن  
+ص= ص ) ١( 

    -ص ∪ } ٠ { ∪ 
  الصفر لیس موجب ولا سالب ) ٢(
  } .................. ، ٣- ، ٢- ، ١-{  = -مجموعة الأعداد الصحیحة السالبة ص) ٣(
  } .................. ، ٣ ، ٢ ، ١{  = +مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة ص) ٤(
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 ٨٦

  
  ) ن   (  )rational numbers( النسبیة أومجموعة الأعداد العادیة : ٣

یادى بسطھ ومقامھ أعداد صحیحة ومقامھ لا یساوى ھو العدد الذي یمكن وضعھ على صورة كسر أعت

  الصفر 

:  وهي أعداد مثل
2
1 ، 

3
  والتي يمكن أن تكتب كنسبة عددين صحيحين إلى بعضهما باستثناء أنه لا يمكن أن 5

  ).   ٠(يكون المقام صفراً 
2لأن  نسبيهو عدد ) ٢(لذلك فإن العدد الصحيح

1
2

.  نسبيةفي الحقيقة إن كل الأعداد الصحيحة هي أعداد .  =

75.0: مثل) terminating decimals( يمكن أن تمثل بأعداد عشرية منتهية النسبيةكل الأعداد 
4
3

= ،  

5.1
2
3

: مثل) nonterminating repeating decimals(    أو بأعداد عشرية غير منتهية ودورية =

....6666.0
3
2

= ، ....3636.0
11

4
−=

− ، ...13333.0
15
2

=.   
  -:ملاحظات 

    ن ⊂  أى أن ص ١= كل عدد صحیح ھو عدد نسبى مقامھ ) ١(

  ن  ⊂ص  ⊂ط  )  ٢(

  :وهي تضم)  real numbers(الحقيقية مجموعة الأعداد : ٤
  .وهي معرفة أعلاه) rational numbers (النسبيةالأعداد : أ
هي الأعداد التي لا يمكن أن تكتب كنسبة عددين صحيحين  ): irrational numbers(الغير نسبية  دادالأع:  ب

 nonterminating(رية وهي الأعداد التي تُمثل بأعداد عشرية غير منتهية وغير دو.  إلى بعضهما

nonrepeating decimals (٣,١٤١٥٩٢٧مثال على ذلك العدد  .  ونظائرهاπππππ =π    والعدد
   .-١,٤١٤٢١٣٦ ،      -٣,١٤١٥٩٢٧: ، ونظائرهما2= ١,٤١٤٢١٣٦

 ملاحظات 
  .الطبیعیة الأعداد مجموعة أعداد العد مجموعة جزئیة من مجموعة - ١

 ھو الصفر ومن أمثلتھا زوجي طبیعي وأصغر عدد ٢ تقبل القسمة على التي ھي الزوجیة عدادالأ - ٢

٨ ، ٦ ، ٤ ، ٢ ، ٠ ، .............  

  الواحد ومن أمثلتھا وأصغرھا ٢ لاتقبل القسمة على التي الأعداد ھي  الفردیة الأعداد - ٣

٩ ، ٧ ، ٥ ، ٣ ، ١ ، ................. 

  أكثر فأن كل عدد یسمى عامل من عوامل حاصل الضرب وأ عند ضرب عددین - ٥
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 ٨٧

  .١٤ عاملان من عوامل ٧ ، ٢ وعلى ھذا فأن ١٤ = ٧ × ٢فمثلا 

  كانت عوامل حاصل الضرب متساویة فأن حاصل الضرب یسمى قوى العامل إذا - ٦

  ،٣ القوى الثانیة للعامل ٩ یسمى العدد ٢ ) ٣ = (٩ = ٣ × ٣ -:فمثلا 

  ١= صفر  ) ٤٥(  ، ١=  صفر ٥ فمثلا ١=  یساوى الصفر یكون ا صفر  لكل عدد أ لا- ٧

  المربعة الأعدادتعريف 

  ..... ، ٢٥ ، ١٦ ، ٩ ، ٤ ، ١ یمكن تمثیلھا بمجموعة من النقاط على شكل مربع مثل التي الأعداد ھي

  )للأعدادة القوى الثانی(  تتكون من حاصل ضرب عاملین متساویینالتي تلك الأعداد ھي -:تعریف أخر

 فمثلاً

٢٥ = ٥× ٥ ١٦ = ٤ × ٤ ٩ = ٣ × ٣ ٤ = ٢ × ٢ ١ = ١× ١  

 ....... ، ٨١ ، ٦٤ ، ٤٩ ، ٣٦ ، ٢٥ ، ١٦ ، ٩ ، ٤ ، ١ ( ھي المربعة الأعداد

  المكعبة الأعدادتعريف 

  یمكن تمثیلھا بمجموعة من النقط على شكل مكعب التي الأعداد ھي

 ........... ) .. ، ١٢٥ ، ٦٤ ، ٢٧ ، ٨ ، ١( مثل 

القوى الثالثة (  تتكون من حاصل ضرب ثلاثة أعداد متساویة التي تلك الأعداد ھي -:تعریف أخر 

  ) . للأعداد

  -:فمثلا 

٢٧ = ٣ × ٣ × ٣                           ٨ = ٢ × ٢ × ٢                       ١ = ١ × ١× ١   

  :ھي المتماثلة الأعداد
   ذات الرتبة الفردیة فیھاالأرقام ذات الرتبة الزوجیة فیھا یساوي مجموع الأرقام  التي مجموعالأعداد

  :فمثلا 

   )٤ = ٢ + ٢( مجموع الرقم الثاني ) =  و الثالث الأول(  مجموع الرقم :لأن متماثل ٢٤٢

  :والعدد 

لثاني ا(  الرقم مجموع) =  والثالث والخامس الأول( مجموع الرقم :  متماثل لأن ٤ ٢ ٦ ٤ ٥ ٩

   )٤ + ٦ + ٥ = ٢ + ٤ + ٩) ( والرابع والسادس 
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 ٨٨

  :والعدد

  ) الثاني والرابع  ( الأرقاممجموع ) =  والثالث الأول ( الأرقام مجموع :لأن متماثل ٥٤٤٥

 )٥ + ٤ = ٤ + ٥(   

  الرقم الثاني ) =/=  والثالث الأول(  مجموع الرقم :لأن فغیر متماثل ٦٥٦ :العددأما 

 )٥ =/= ٦ + ٦(   

  ١١ المتماثلة تقبل القسمة على الـ الأعداد: ونلاحظ أن 

  :أنأي 

  ١١ المتماثلة ھي مضاعفات العدد الأعداد

  :أن مفادھا ١١ لقابلیة القسمة على قاعدةوبالتالي یمكن استنتاج 

   ١١ زوجیة الرتبة یقبل القسمة على أرقامھمجموع =  فردیة الرتبة أرقامھالعدد الذي مجموع 

  * حالة خاصة *

   ١١إذا كانت أرقام العدد متشابھة وعدد الأرقام زوجیاً  فإن العدد یقبل القسمة على 

 

 Triangular Numbers الأعداد المثلثیة
 n على أنھ مجموع أول triangular number (أو الثلاثي(یعرف العدد المثلثي 

 أي أن، عددا من الأعداد الصحیحة الموجبة

 
  متتابعة ھذه الأعداد ھي

٥٥ ، ٤٥ ، ٣٦ ، ٢٨ ، ٢١ ،١٥ ، ١٠ ، ٦ ، ٣،  ١، .................... 
 خصائص العدد المثلثي

 .مجموع عددین مثلثین متتابعین عدد مربع) (1
 .ة أعداد مثلثیة أو أقلكل عدد صحیح موجب یمكن كتابتھ كحاصل جمع ثلاث) (2

 العدد المثلثي في المتتابعات الھندسیة

إذا كان ھناك أربعة أعداد  قد طرح سؤالا فیما Sierpinski كان الریاضي سیربنسكي
قدم حدسھ بالنفي على ھذا  Bennett الریاضي بینیت. مثلثیة في تتابع ھندسي أم لا

أي أنھ لا یوجد أربعة أعداد . حدسھذا ال  میلادي أثبتت صحة٢٠٠٧في العام . التساؤل
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 ٨٩

 بالمناسبة یوجد ثلاثة أعداد مثلثیة في تتابع ھندسي وھي .مثلثیة تمثل متتابعة ھندسیة
. 

  
  

   الأعداد المتحابة
  

و كتعریف لعددین  ) ٢٨٤ ، ٢٢٠(زوجا من الأعداد المتحابة ھما   فیثاغورثابتكر عالم الریاضیات 
 ) .طبعا عدد موجب  ( متحابین ھما عددان مجموع قواسم أي منھما مساویا للعدد الأخر 

 ومجموع ھذه القواسم ١١٠، ٥٥، ٤٤، ٢٢، ١١، ٢٠ ،١٠، ٥، ٤، ٢، ١:  ھي ٢٢٠قواسم العدد 
٢٨٤.   

  .٢٢٠ ھي ٢٨٤ ومجموع قواسم العدد ١٤٢، ٧١، ٤، ٢، ١:  ھي ٢٨٤قواسم العدد 

  . عددان متحابان ٢٨٤ و ٢٢٠وبالتالي العددان 
  

 اابن البن ابتكر عالم الریاضیات العربيیت الأعداد المتحابة باھتمام الكثیر من العلماء حیث ظوقد ح
وأعید اكتشافھا من قبل  ١٨٤١٦ و ١٧٢٩٦في القرن الرابع عشر زوجا من الأعداد المتحابة ھما 

 . م١٦٣٦ سنة بییر فیرماتالعالم الفرنسي 

 . ٩٤٣٧٠٥٦ و ٩٣٦٣٥٨٤ عددین متحابین ھما دیكارتم ابتكر العالم الفرنسي ١٦٣٨و في عام 

 و ستون زوجا من الأعداد المتحابة و  واحداویلر ابتدع الریاضي النمساوي  م١٧٥٠و في عام 
  .لكنھا احتوت على خطأین فأصبح العدد واحد و خمسون زوجا من الأعداد المتحابة 

 

و كان للأعداد المتحابة دورا كبیرا في الحضارة الإسلامیة وتوجد بكثرة في الكتابات الإسلامیة 
 في الروابط أو إیجاد صداقة حمیمة  لھما تأثیر٢٨٤ و ٢٢٠الریاضیة وأكدوا أن العددین المتحابین 

 ..بین شخصین

 :قاعدة الأعداد المتحابة

 قاعدة في إیجاد معادلة الأعداد المتحابة التي اھتم بھا علماء الغرب ثابت ابن قرةابتكر العالم المسلم 
 : والمعادلة ھي.. بشكل ملحوظ عبر التاریخ

 : فان١بیعي اكبر من إذا كان كل من س ، ص،ع أعداد أولیھ و ن عدد صحیح ط

 ١ -) ن^٢( × ٣= س 
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 ٩٠

 ١ - ))١-ن(^٢( × ٣= ص 

 ١ - ))١-ن٢(^٢( × ٩= ع 

 

ع زوج من الأعداد ×ن ^٢= م، ص ×س×ن ^٢= فأن س،ص،ع أعداد فردیھ مختلفة و ك 
 المتحابة ھما ك ، م

  ٢٨٤ ، ٢٢٠فان العددان المتحابان ھما  ٢= ن و ھذا صحیح في حالة ما أخذنا 

 

وھذا یدل على أن القاعدة تنص على انھ ..  فإننا نحصل على عددان غیر متحابان ٣=ن ولكن عندما
 ... إذا وجد عددان متحابان فھما ك ، م

 

ثابت ابن في اعتقادكم ھل من الممكن أن یأتي یوم تقام فیھ علاقة بین شخصین بالاعتماد على معادلة 
  بإقامة علاقة بینھما ؟  ؟ أم أن المجال مفتوح لعلاقة ریاضیة أخرى تسمح قره

 
 إذا -يمكن القول و.  يعرف العدد التام على أنه ذلك العدد الذي يساوي مجموع قواسمه باستثناء العدد ذاته      

  . أن مجموع قواسم العدد التام هو ضعف العدد ذاته-لم نتقيد بهذا الاستثناء 
  .٤٩٦ و ٢٨ ، ٦، ١:  نذكر منها التامةوقد أمكن الآن التعرف على الكثير من الأعداد 

  
هل كل : ومن هنا يطرح السؤال . والمتمعن في الأعداد التي تم اكتشافها يلاحظ أن كلها أعداد زوجية         

ولم يتوقف الرياضيون عند هذا الحد في . ؟ الجواب عن هذا السؤال لم يتضح بعدزوجيةالأعداد التامة أعداد 
 والأعداد القاصرة sublimes المهيبة دراسة الأعداد التامة بل وسعوها وعرفوا مثلا ما يسمى بالأعداد

déficients) وهي التي يكون مجموع قواسمها أصغر منها ( والأعداد الزائدة ٢٧مثل abondants)  وهي التي
  .٣٠مثل ) يكون مجموع قواسمها أكبر منها

  أنواع الأعداد حسب الأصل الجغرافي
فقام . ان الإنسان القديم يقوم بعملية العد عن طريق وضع أثلام على الأشجار أو الأحجار لتسجيل مرور الأيامك

والمصنوع من القصب، وكتبت شعوب بلاد ما بين ) papyrus(المصريون فيما بعد بالكتابة على ورق البردي 
كرمز لأرقام الآحاد، وعلامات أخرى للعشرات ) خَطّة(لقد استعملوا خطوطاً صغيرة .  النهرين على الفخار الرطب

  .وما بعدها
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-، لكنهم ) IIII, III, II,I(وكان الرومان لا يزالون يستعملون خطوطاً صغيرة للأعداد من واحد حتى أربعة 
فالعشرات تبدأ ( استخدموا علامات جديدة على شكل حروف  للعشرات والخمسينات وهكذا -ومنذ حوالي ألفي عام

، والخمسمئات تبدأ بالعدد )C(، والمئات تبدأ بالعدد مئة )L(، والخمسينات تبدأ بالعدد خمسين )X(عشرة بالعدد 
واستعمل الصينيون علامات مختلفة للأعداد من أربعة وحتى )). M(، والألوف تبدأ بالعدد ألف )D(خمسمائة 

  .ثة الأولىعشَرة، لكنهم كانوا لا يزالون يستعملون خطوطاً صغيرة للأعداد الثلا
النقطة، : لقد استعملوا فقط ثلاث علامات.  أما شعب المايا في أمريكا الوسطى فلقد أخترع النظام الأكثر لفتاً للنظر

       ٥.بهذه العلامات كان باستطاعتهم كتابة أي رقم مهما كان كبيراً.  يالبيضاوالخَطّة، والشكل 
  :خدمة فعلياً إلى الأنواع التاليةيمكن تصنيف الأرقام المست) ٢٠٠٢عام (وحالياً 

وهي حالياً الأرقام الأكثر استخداماً في جميع ) ٩ 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 , 7 ,  8 ,  (المغربيةالأرقام العربية : ١
كما أنها النوع الوحيد من !)  باستثناء أغلب الدول العربية(أنحاء العالم، حيث تم اعتمادها في جميع دول العالم 

  .  لمستعمل في الآلات الحاسبة العادية والعلمية وجميع الأجهزة الرقمية الأخرىالأرقام ا
وتستعمل هذه الأرقام في الدول العربية  ) ٩، ٨، ٧، ٦، ٥، ٤، ٣، ٢ ، ١: ( وهيالمشرقيةالأرقام العربية : ٢

  . فقطالمشرقية
  : الأرقام الرومانية: ٣

 ویعتقد أن أساس النظام – كما سنرى –قیمة المكانیة فكرة ال یحتوي نظام العد الروماني على لمحة من
وتستخدم الآن  Jigitus ھي للأصبع ھو العد بالأصابع یدل على ذلك أن الكلمة اللاتینیة العددي الروماني

وقد كتب الرومان الأعداد . رموزھم العددیة التي تستخدم في وصف أي رمز من digit كلمة مشتقة منھا ھي
 : كما یليمن واحد إلى أربعة

 
  ولعلھا تمثل الفجوة بین الإبھام وبقیة الأصابع كما بالشكل أدناه V أما رمز خمسة فقد كان علامة على شكل

 
أربعة  I التضخم في كتابة العدد وقد نشأت عندھم فكرة القیمة المكانیة مرتبطة بھذا الرمز؛ فلكي یتجنبوا

فكرة في رموز أخرى، وأصبح مفھوما أنھ إذا كتب نفس ال وطبقت V إلى یسار I وضعوا IIII مرات ھكذا
العدد  قیمتھ أكبر فإن العدد یدل على الفرق بین الرمزین وإذا كتب على یمینھ فإن الرمز إلى یسار رمز آخر

 :كما بالشكل 8 ، 7  ،٦یدل على مجموع الرمزین ، وقد نشأ ھذا التعبیر بالأصابع عن الأعداد 
 

مأخوذ من وضع الیدین  ولعلھ X على یسار الرمز الدال على عشرة وھو I  كتب٩وللتعبیر عن العدد 
حیث  XI  ویدل علیھ الرمز١١ثم العدد  X یكتب ١٠ثم العدد  IX  یكتب ھكذا٩وإذن فالعدد . متقاطعتین

واحد على یمین رمز العشرة لیدل ذلك على مجموع الرقمین وھكذا، وبذلك  یوضع الرمز المعبر عن العدد
 :م الرومانیة الأولى ھيالأرقا فإن

  IX VIII VII VI V IV III II I الأرق     ام الرومانی     ة الأول     ى  
  ١ ٢ ٣ ٤ ٥ ٦ ٧ ٨ ٩م                    ا یقابلھ                    ا م                    ن الأرق                    ام المعاص                    رة  

  XVI XIII XII XI X الأرق          ام الرومانی          ة الأول          ى 
  ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١٤م                    ا یقابلھ                    ا م                    ن الأرق                    ام المعاص                    رة    

 
 XXX ث                م ثلاث                ین XX وھك                ذا إل                ى ع                شرین

 
عل ى الع دد خم سین     ةللدلال   L وض ع رم ز   XXXX  ھك ذا ٤٠عل ى   ةللدلال   تجن ب تك رار رم ز أرب ع م رات     ول

، )أي مائ ة   ) Centum الحرف الأول من كلمة الدال على مائة وھو C ویعتقد أنھ النصف الأسفل من حرف
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  بینما٩٠على تدل  XC على العدد ستین، كذلك فإن LX بینما تدل XL  یكتب ھكذا٤٠وعلى ذلك فإن العدد 
CX ١١٠( مائة وعشرة  تدل على ( ثم استخدم حرف M عل ى الع دد أل ف     ةللدلال )لأن ربم ا  ) ١٠٠٠ M 

ك ان ی تم التعبی ر ع ن الع دد       وقب ل ذل ك   ) ١٠٠٠( اللاتینی ة بمعن ى أل ف     Mille ھ و الح رف الأول م ن كلم ة    
 ١٠٠٠عل ى   ةللدلال   M ح ور إل ى  وھ ذا ت  (I) بسیطة ھك ذا  الیوناني ثم كتب بصورة ) فأي(  بالحرف ١٠٠٠

ص ورتھ    ف ي ف أي  ( I ) یتم التعبیر عنھ بالرمز وھو كما ترى الجزء الأیمن من ح رف   فقد كان٥٠٠أما العدد 
یب ین باخت صار الرم وز الأساس یة      والجدول التالي .D البسیطة ثم تحور الرمز الدال على خمسمائة إلى حرف

 :لنظ                                                                             ام الع                                                                             د الروم                                                                             اني
 

I V X L C D M  
1 5 10 50 100 500 1000  

 
 ، ٢٣٢٤ی دل عل ى    MMCCCXXLV  ، والع دد ١٤٠٨ی دل عل ى    MXDVIII وعل ى ذل ك ف إن الع دد    

 .. وھك            ذا MCMXCIX  ی            دل علی            ھ الع            دد  ١٩٩٩والع            ام 
 

نسبة إلى محمد بن موسى  [ - وقد ظل النظام الروماني سائدا في أوربا حتى دخول النظام العربي الخوارزمي
وظ ل النظام ان   ) ف ي الق رن العاش ر الم یلادي    ) - ] ( ه٢٣٥ ه إل ى  ١٦٤م ن  ( لم الجب ر  الخوارزمي مؤسس ع

 أربعة قرون إلى أن ساد النظام العرب ي ل سھولتھ ف ي ت سجیل الأع داد وف ي إج راء        یتنافسان في أوروبا قرابة
داد ھ و جھ از   والمع  . ( الروم اني  العملیات الحسابیة دون حاجة إلى المعداد الذي كان ی ستخدم ف ي ظ ل النظ ام    

   ).عند الرومان
  

  أنواع الأعداد حسب اللفظ  
  :تنقسم ألفاظ العدد إلى قسمين

، اثنان، ثلاث، أربع، خمس، ست، سبع، ثمان، تسع، عشر، )أحد(واحد ): cardinal(الأعداد الأصلية : ١
: فإذا قلت.  هاوهي تلك الأعداد التي تعين مقدار معدود.  ، تسعون، مئة، ألف…عشرون، ثلاثون، أربعون، 

ورجالاً بلغ " خمس"، فهم السامع أنك تعني فتياتٌ بلغ مقدارهن "جاء خمسة رجال" أو " جاءت خمس فتيات"
  ).1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 , 8 ,  9 :(المعروفة) الأرقام( ويعبر عن تلك الأعداد بالرموز ٦".خمسة"مقدارهم 

وقد تكون .  التي تشير إلى رتبة معدودها بالنسبة إلى غيرهوهي تلك الأعداد ): ordinal(الأعداد الترتيبية : ٢
وفي اللغة . الخ…الأولى، الثانية، الثالثة، الرابعة : الخ، أو تكون مؤنثة…الأول، الثاني، الثالث، الرابع : مذّكرة

   :معروفة، كما هو الحال في اللغة الإنكليزية مثلاً) أرقام(العربية لا يعبر عن تلك الأعداد برموز 
.(1st , 2nd, 3rd, 4th  )  

  مشكلات التعامل مع الأعداد 
  : مشكلة الكتابة حسب المعدود: أ

والأعداد الصريحة . كم ، كأين، كذا: العدد المبهم وهو الذي يدلّ عليه بكنايات العدد. مبهم وصريح: العدد نوعان
   ):١٩٨٣المبارك، وآخرون، (هي 

  . من الواحد إلى العشرة–
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  . إلى التسعين…عشرون، ثلاثون، أربعون : قود ألفاظ الع–
      … نوالتريليو والألف ومثناهما وجمعهما وما جرى مجراهما كالمليون والبليون ةالمائ –

  :ولهذه الأعداد مع المعدود من حيث المطابقة في التذكير والتأنيث أو عدمها الأحكام التالية
  :أعلاه، نحو) ج(و ) ب(سبة للمجموعتين يكون العدد بلفظ واحد للمذكر والمؤنث بالن: ١
  ليرة ، عندي عشرون ) ثلاثون، مئة، ألف، مليون، بليون( عندي عشرون « 
  . »ديناراً ) ثلاثون، مئة، ألف، مليون، بليون( 
يوافقان المعدود دائماً فيذكران مع المذكر ويؤنثان مع المؤنث سواء أكانا مفردين أم مركبين ) واحد ، اثنان: (٢
هذا دينار واحد ، هذان ديناران اثنان ، هذه ليرة واحدة، هاتان ليرتان اثنتان ، عندي أحد «:  متعاطفين، نحوأم

عشر سهماً ، عندي اثنا عشر سهماً ، عندي إحدى عشرة ليرة، عندي اثنتا عشرة ليرة ، عندي واحد وعشرون 
ة من الذهب ، عندي اثنتان وعشرون أوقية دولاراً ، عندي اثنان وعشرون دولاراً ، عندي إحدى وعشرون أوقي

  .»من الذهب
تخالف المعدود فتذكر مع المؤنث  وتؤنث مع المذكر، سواء أكان العدد مفرداً أم مركباً أم ) ثلاثة إلى تسعة: (٣

ثة ثلاث ليرات ، ثلاثة دنانير ، ثلاث عشرة ليرة،  ثلاثة عشر ديناراً، ثلاث وعشرون ليرة ، ثلا« : متعاطفاً، نحو
  . »وعشرون ديناراً 

عشر ليرات ، عشرة دنانير ،  «: يخالف معدوده إن كان مفرداً ويوافقه إن كان مركباً، نحو) عشرة(العدد : ٤
  .»ثلاث عشرة ليرة،  ثلاثة عشر ديناراً 

  : مشكلة التمييز بين العدد والرقم:  ب
رقم : رقم فهو رمز مجرد بدون معدود، مثلأما ال.  العدد هو تعبير رقمي عن كمية معدودة ويلفظ بكل مراتبه

 على ٧٦٣٤٣٠إلخ، ويفضل أن يلفظ بدون مراتب كأن نلفظ رقم الهاتف …الهاتف، رقم السيارة، ورقم البناء 
وقد استخدمت رموز متعددة للتعبير عن الأعداد .   وذلك لسهولة الفهم والكتابة٣٠ و ٣٤ و ٧٦شكل أزواج 

  .     ناختلفت باختلاف المكان والزما
  ): مشكلة الأعداد الكبيرة(مشكلة البليون الإنكليزي والبليون الأمريكي  : ج
، »ألفُ ألفٍ«بقولهم  ) 1,000,000(لم يكن عند العرب لفظ للعدد إذا تجاوز الألف، فكانوا يعبرون عن المليون "

 بقولهم -  »بليون«] انبل الصحيح عند الأمريك[ ويسمى عند الإنكليز – )  1,000,000,000(وعن المليار 
  ٨" .»ألفُ ألفِ ألفٍ«

الجدول التالي الذي يبين لنا الأسماء المختلفة لبعض الأعداد في كل )  Hornby, 1978, p. 1036(ولقد أورد 
  : من بريطانيا والدول الأوربية الأخرى من جهة، والولايات المتحدة الأمريكية من جهة أخرى

  )I(الجدول  
  سم اللفظي لبعض الأعداد الشكل العلمي والا

  )٤(عمود   )٣(عمود   )٢(عمود   )١(عمود 
الاسم اللفظي في الولایات   الشكل العلمي للعدد  العدد

  المتحدة الأمریكیة
الاسم اللفظي في 
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بريطانيا والدول 
  الأوربية الأخرى

  ألف مليون  )billion(بلیون   ١٠٩  1,000,000,000
  )billion(بليون   )trillion(ترلیون   ١٠١٢  000,000,000,000١,
كوادرلیون   ١٠١٥  000,000,000,000,000١,

)quadrillion(  
  ألف بليون

  )trillion(ترليون    )quintillion(كوِنتلیون   ١٠١٨  1,000,000,000,000,000,000
  

ول الأوربية نجد أن البليون في الولايات المتحدة الأمريكية لا يساوي البليون في بريطانيا والد ) I(من الجدول 
).  الفرق ثلاث أصفار(الأخرى، حيث أن عدد أصفار الأول تساوي تسعة وعدد أصفار الثاني أثني عشر صفراً 

كذلك هناك فرق يساوي ستة أصفار بين الترليون المستخدم في الولايات المتحدة الأمريكية من جهة، والترليون 
  !  جهة أخرىالمستخدم  في بريطانيا والدول الأوربية الأخرى من 

لا شك أن هذا الاختلاف يخلق مشاكل جمة للإحصائيين وللباحثين في المجالات العلمية المختلفة، ويتطلب من 
  . الجميع الدقة والحذر عند استخدام هذه الكلمات والتعامل معها

لبنك الدولي في صندوق النقد الدولي وا: إن وجود المقر الرئيس للأمم المتحدة، ومقار منظمات دولية أخرى مثل
، ساعد  )I من الجدول ٣عمود (الولايات المتحدة الأمريكية، واعتماد هذه المنظمات المعنى الأمريكي للأعداد 

على انتشار الاستعمال الأمريكي لها واندثار الاستعمال البريطاني تدريجياً، حتى أن البريطانيين أنفسهم بدؤوا 
على البليون ذو " البليون التقليدي"الأمريكي للبليون، وإطلاق كلمة يستخدمون وبشكل متزايد الاسم والمعنى 

 من ٤إذاً، النتيجة التي يمكن الوصول إليها هي أن معاني الأرقام الموجودة في العمود .  الاثني عشر صفراً
كثير من ، حيث أن "ألف مليون"هي عملياً غير مستعملة حالياً في جميع دول العالم، ما عدا معنى ) I(الجدول 

المستخدمة عند الأمريكيين وآخرين غيرهم، مع " بليون"الإنكليز كانوا ولازالوا يفضلون هذه التسمية على كلمة 
  .1,000,000,000ملاحظة أن كل منهما يساوي 

 لكنها عملياً لا ٩في اللغة الإنكليزية هي ذات أصل فرنسي،) milliard(كذلك تجدر الملاحظة أن كلمة مليار 
في بريطانيا على الرغم من تفضيل الفرنسيين وبعض العرب لهذه التسمية، مع ملاحظة أنها كذلك تستخدم 
  .وتعادل البليون الأمريكي1,000,000,000 تساوي 

  :إذاً، ما يجب تذكره دائماً هو أن
  

= بليون في أمريكا = ألف مليون في بريطانيا = مليار في فرنسا 
1,000,000,000  

  
   هو كبير البليون، الترليون، الكوادرليون، والكوِنتليون ؟ولنتساءل الآن كم
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 ٩٥

.  سنة، يعطي فكرة عن المقياس٣٢، والذي يبين أن بليون ثانية تساوي تقريباً )II(من الجدول ) ٤(إن العمود 
 وهو الإنسان المنسوب إلى وادي النياندرتال قرب –) Neanderthal man(حقيقة أن الإنسان النياندرتالي 

 قد أنقرض منذ حوالي ترليون ثانية لهي – حيث وجدت بقايا هيكل عظمي لإنسان قديم ١٠دوف بألمانيادوسيل
  ١١.جديرة بالتفكر

  
  
  
  

  )II(الجدول  
   تحديد بعض الأعداد بالثواني وتحويلها إلى دقائق، أيام أو سنوات 

  )٤(عمود   )٣(عمود   )٢(عمود   )١(عمود 

  عدد   العدد
  الأصفار

في الولايات الاسم اللفظي 
  المتحدة الأمريكية

الرقم محدداً بالثواني 
  :ومساوياً لـِ 

   دقيقة١٧  )thousand(ألف   ٣  000١,
   يوم١١,٥  )million( مليون   ٦  000,000١,

   سنة٣٢  )billion(بليون   ٩  1,000,000,000
   ألف سنة٣٢  )trillion(ترليون   ١٢  000,000,000,000١,

كوادرليون   ١٥  1,000,000,000,000,000
)quadrillion(  

   مليون سنة٣٢

   بليون سنة٣٢  )quintillion(كوِنتليون   ١٨  1,000,000,000,000,000,000
أي یعد رقماً واحداً (إذا فرضنا أن الإنسان یحتاج إلى عشر ثوانٍ كي یعد من الواحد إلى العشرة 

عد من الواحد إلى البلیون، ویحتاج  سنة كي ی٣٢، فھذا یعني إن الإنسان یحتاج إلى )بالثانیة الواحدة
  كذلك إذا افترضنا ١٢).حسب الاستخدام الأمریكي( ألف سنة كي یعد من الواحد إلى الترلیون ٣٢إلى 

 وھذا افتراض لیس ببعید عن –بتدبر یحتاج إلى ثانیة واحدة من الزمن " الحمد الله"أن نطق كلمتي 
 مرة 1,000,000,000عني أننا إذا أردنا حمد االله ، فھذا ی-الحقیقة، جرب ھذا  إذا كنت لا تصدق 

   ١٣. سنة٣٢فقط، فإننا نحتاج إلى 
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    ٩٦

  يالثانالفصل 
مجمـــــــــوعة العنــــــــاصر التى یأخـــــــذھا المتغـــیر س  بحــــیث یكــــــون النــاتــــج  : المجــــــــــــــال ²

  " .عـدد حقیقى " كمیة معرفة 

   :قـواعــــد ھـــامة ²

  .ح  = مجال أى دالة كثیرة الحدود مھما كان درجتھا ) ١

  . أصفـــــــار المقــــــــام - ح = لكسریة مجال الدالة ا) ٢

  :ح  فى الحالات الأتیة =  مجال الدالة الكسریة ï : حـــالة خـــــاصة ²

 المقام على الصورة  س.                 * المقام دالة ثابتة * 
  + ح Эأ ،  زوجى ←أ   حیث  ن  + ن

  . یكون سالباً حیث الممیز: جـ  + ب س  +  ٢المقام على الصورة  أ س* 

   :مجال الدالة الجذریة) ٣

  :عندما یكون دلیل الجذر فــردیاً  : أولاً

  ح ) = س (  مجال د ←) =                   س ( ح                  د ) = س ( مجال  د * 

  :عندما یكون دلیل الجذر زوجیا  : ثانیاً

   ) .٠ ≥(   ل ما تحت الجذر كمیة غیر سالبةھو مجموعة العناصر الحقیقة التى تجع) س ( مجال د * 

  ) = س ( د 

  الحـــــــــــــــــــل

   [ ∞ ، ٥ -) = [ س (  مجال د ←  ٥ -  ≥ س ←  ٠ ≥ ٥+  س ˙.˙

  ) =                      س ( د 

  الحـــــــــــــــــــل

  ٠ = ١٢ -  س -  ٢س

  ٠ ) = ٣+ س  )    ( ٤ -س  ( 

  ٠  =٣+      س ٠ = ٤ -س 

   ٣ -=            س ٤= س 

    ) .٠ ≥(   مجال الدالة الجذریة كمیة غیر سالبة ˙.˙

   [٤ ، ٣ ] - -ح  ] = ٣ - ، ∞ -  [ U [ ∞ ، ٤) = [ س ( مجال د . ˙.
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    ٩٧

  العملیات على الــــــــدوال

  :  حیث ٢ م ، ١  دالتین مجالھما م٢ د ، ١ د:  إذا كانت  ² 

  :        فــــــإن ≠  ٢  م∩ ١ م،      ح      ←  ٢ م:  ٢ د،      ح     ← ١ م : ١ د

   ح←  ٢  م∩ ١ م ) : ٢   د± ١ د ( ♦

   ح ← ٢  م∩ ١ م ) : ٢ د .  ١ د ( ♦

  .ھى مجموعة أصفار المقام  ) ٢ د(  ح        حیث  ف ← } ٢ د{  ف - ٢  م∩ ١ م (          ) : ♦
  

      ) ≠ ٢  م∩ ١ م( أو ضرب دالتین ھو دالة جدیدة بشرط  نلاحــظ من ھذا التعریف أن مجموع أو فرق ²

  أما مجال خارج قسمة دالتین ھو المجال المشترك ٢ د ، ١ حیث مجالھا ھو المجال المشترك للدالتین د

  .للدالتین مستبعدا منھ أصفار المقام 

- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -  

  أمثلـــــــــــة محلـــــــــــولة

  : أوجـــــــد مجال الدوال الأتیة ²

å س (   د = (  

  الحـــــــــــــــــــل

  ) =                    س  ( ١ د: نفرض أن 

   [∞ ، ٢) = [ س  ( ١   مجال  د←  ٢ ≥ س  ← ٠ ≥ ٢ -س 

  ) = س  ( ٢ د

   ]٥ ، ∞ -) = ] س  ( ٢  مجال د←  ٥ ≤   س  ←  س  ≥ ٥ ← ٠ ≥   س -  ٥

   ]٥ ، ∞ -   ] ∩ [  ∞ ، ٢) = [ س ( مجال د . ˙.

 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

ç س (  د = (  

  الحـــــــــــــــــــل

  [ ∞  ، ٣ -) = [ س  ( ١   مجال  دï  ٣ -  ≥ س ï  ٠ ≥  ٣+    س ï) =                   س (  ١  د

   }٢{ ) = ٢ د( ف ،     ح            ) = س  ( ٢   مجال   دï  ٢ -س ) = س  ( ٢ د

   }٢{ -  [  ∞ ، ٣ -  =  [ }٢{  -  ح ∩ [  ∞ ، ٣ -) = [ س ( مجال د . ˙.

- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -  
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    ٩٨

é٦ -  س -  ٢ س) = س (  ٢ د،  ) =                      س (  ١  إذا كان  د  

  س (          ) ،  س    ) ٢د . ١د( أوجد مجال    *  

  الحـــــــــــــــــــل

   [∞ ، ٢) = [ س  ( ١مجال د = ١  مï   ٢ ≥  س ï  ٠  ≥  ٢ -   س ï           ) =        س (  ١           د

  ح  ) = س (  ٢مجال   د  =  ٢  م ï ٦ -   س - ٢ س) =  س (  ٢ د      ،  

   [ ∞ ، ٢=  [  ح ∩ [  ∞ ، ٢ = [ ٢  م∩ ١ م= س    ) ٢د . ١د( مجال  ) : ٢ د(          ف 

 - = س   &  ٣= س .   ˙     .٠ ) = ٢+ س  ) ( ٣ -س  ( ï ٦ -   س - ٢ س ) : ٢  د(  ف ) أصفار المقام (         

٢   

    } ٢ - ، ٣ { ) = ٢ د( ف .  ˙        .

       } ٣ { - [  ∞ ، ٢ = [ } ٢ - ، ٣ { - [  ∞ ، ٢ ) = [ ٢ د(   ف - ٢  م∩ ١ م=  س (          ) مجال  . ˙   .

- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --  

  المدى: ثانیاً 

ھو مجموعة العناصر الحقیقیة التى یأخذھا المتغیر ص  ونحصل علیھ بیانیا من محور الصادات  : المــــدى ²

.  

  ][أعلى قیمة ، أسفل قیمة ][ 

  

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 [- ∞ ، - ١] 

٤ 
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    ٩٩

    
  )لة نوع الدا( 

  : ص  تكون زوجیة إذا كانت ←س :  الدالة د ï) الدالة الزوجیة : أولاً  : ( تعریف ²

  . المجال Э س -،  س ∀) س ( د ) =  س -(                                                     د 

  .دات تكون الدالة زوجیة إذا كان الشكل البیانى لھا متماثلا حول الصا :  الشرط البیانى* 

Ã ص ، س (  فإذا كانت النقطة (Э منحنى الدالة فإن النقطة  )- ص ،  س (Э منحنى الدالة .  

 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

  :إذا كانت  ص  تكون فردیة ←س :  الدالة د ï) الدالة الفردیة : ثانیاً  ( ²

  . المجال Э س -،  س ∀) س (  د - ) =   س -(                                       د 

  .تكون الدالة فردیة إذا كان الشكل البیانى لھا متماثلا حول نقطة الأصل  :  الشرط البیانى* 

Ã تقع أیضا على منحنى الدالة )  ص -،  س -( تقع على منحنى الدالة فإن النقطة ) ص ، س (  فإذا كانت النقطة

.  

 

  

  لمنحنى الدالة  )       ٢ - ، ٠( لمنحنى الدالة وكذلك   )       ٢ ، ٠  ( ˙.˙**     

 .نجد أن الدالة فردیة لأنھا متماثلة حول نقطة الأصل .  ˙        .

  

  

 

     **˙.˙ )  ٣ ، ٢  ( Э  لمنحنى الدالة وكذلك   )- ٣ -  ، ٢  ( Эلدالة   لمنحنى ا  

 . نجد أن الدالة فردیة لأنھا متماثلة حول نقطة الأصل .  ˙        .

  

  

     **˙.˙ )  ٣ ، ٠  ( Э لمنحنى الدالة بینما  )لمنحنى الدالة  )       ٣ -  ، ٠  

  نجد أن الدالة لیست فردیة ولیست زوجیة .  ˙        .

  ،              لأنھا غیر متماثلة حول نقطة الأصل  

  .             لأنھا غیر متماثلة حول محور الصادات  
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    ١٠٠

  : )ابحث نوع الدوال الآتیة ** ( 

      ٤س  + ١  ) =س ( د   ♦١       س٣ جا ٣س 
  

  )س ( د =   ٤س  + ١  =  ٤س  +  ١  =  ٤)  س - + ( ١  ) = س - ( د      س٣ جا ٣س    س٣ جا - × ٣ س -  ) س ٣ -(  جا ٣)  س -( 
  

  .دالة زوجیة ال.  ˙        .
 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

      س جا س + ١  ) =س ( د   ♦٢       س س 
  

     جا  س -×   س -  ١  =  ) س - ( جا )  س - + ( ١  ) = س - ( د        س -  س -   س -  س -
  

    .الدالة فردیة .  ˙)  .س (  د - =   س جا س + ١  =       س س 
  

 )اطـــــــــراد الــدالـــــــة ( 

                                                                   ▼  
                              ê                              ê                                  ê  

                       تزايدية                    تناقصیة                   ثابتة 
  

  ]ب ، أ  [ Э  ٢س  ، ١إذا كان لكل س ] ب ، أ [  یقال للدالة أنھا تزایدیة فى الفترة ï ) الدالة التزایدیة ( ² ١

   ) ٢س ( د >   ) ١س (  د     ï    ٢س  >  ١إذا كان  س :                                     یتحقق الشرط الآتى 

Ã  تكون تزایدیة إذا كانت ) س ( د  :  وبصفة عامــــة :  

  .                             قیمة الدالة تتزاید بإزدیاد قیمة س 

Ã  تكون تزایدیة إذا كان المماس لمنحنى) س ( د  :  وبطریقة أخرى  

  .صنع زاویة حادة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات                          الدالة ی

 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

  ] ب ،أ  [ Э ٢س  ، ١إذا كان لكل س ] ب ، أ [  یقال للدالة أنھا تناقصیة  فى الفترة ï ) الدالة التناقصیة ( ² ٢

   ) ٢س ( د <   ) ١س (  د     ï    ٢س  >  ١إذا كان  س :                                       یتحقق الشرط الآتى 

Ã  تكون تناقصیة إذا كانت ) س ( د  :  وبصفة عامــــة:  

  .                            قیمة الدالة تتناقص بإزدیاد قیمة س 

Ã  تكون تناقصیة إذا كان المماس لمنحنى الدالة)  س (د  :  وبطریقة أخرى  
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    ١٠١

  .                         یصنع زاویة منفرجة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات 

 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

  ]ب ، أ  [ Э ٢س  ، ١إذا كان لكل س ] ب ، أ [ قال للدالة أنھا ثابتھ  فى الفترة  یï ) الدالة الثابتھ ( ² ٣

  :                                  یتحقق الشرط الآتى 

  أ ) = ٢س ( د  ) =  ١س (  د     ï    ٢س  >  ١                       إذا كان  س 

Ã  نت قیمة الدالة ثابتة مھما كانت قیمة س تكون ثابتة إذا كا) س ( د  :  وبصفة عامــــة .  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

 )المقیـــــــــــاس ( 

   ) ٠ ≥(  ھو عدد حقیقى غیر سالب ï )  مفھوم المقیاس ( ²

  .ذر التربیعى الموجب لمربع ھذا العدد  ھو الجï )  المقیاس العــدد ( ²

  =    ، |      | ٠=  | ٠        ،  | ٥=  | ٥ - | :  مثال    ** 

   ) : المقیاس" فـــك "  تعریف (  ²

   س -  {   =|  س  |    ٢ ≥ س ←  ٢ - س   ٠ ≥س   س 
←  
  ٢<   س ←  ٢+  س -  {  = | ٢ - س ،  |   ٠< س   ←

  

  ٦ - س ٢ -  {   =| ٦+  س ٢   |        ٣ - ≥س    ٦+  س ٢
←  
          ٣ -< س   ←

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
   ) :  خواص المقیاس(  ²

   ٠=         إذا كان  س ٠= | س ،     |     ٠  ≥| س  | ♣١

  .ھ الجمعى مقیاس معكوس=   مقیاس العدد ♣٢

   Ã |   س -  ٥| =  | ٥ -س |  ، |  س - ٢| = | )  س - ٢ ( -| =  | ٢ - س  |  ،  | ٣ -| =  | ٣|  ،  |  أ -| = | أ |  

  | ص | + | س  | ≤|  ص + س  | ♣٣

  | ص | × | س | = |  س ص   | ï.  حاصل ضرب مقیاسیھما =   مقیاس حاصل ضرب عددین ♣٤

   Ã |   - س  | ٣= |  س |  ×  |٣ -| = |  س ٣  |  

   Ã |   - ٥ - س  | ٢=  |  ٥ -س | ×  | ٢ - | = |  ) ٥ -س  ( ٢  |   

Ã   | ٤ - ٢س | =  |   ) ٢ -س  ) ( ٢+ س ( | =  | ٢ -س  | | ٢+ س  |   
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    ١٠٢

  .خارج قسمة مقیاسیھما =   مقیاس خارج قسمة عددین ♣٥

        ٣ - س     =   |٣ -س |   ،  |ص |   =    ص  Ã            ١+ س    ١+  س   |س |   س
  

  .الجذر التربیعى الموجب لمربع ھذا العدد =   مقیاس العدد ♣٦

   Ã |   ٥   =  ٢٥=     |  ٥         ،     | ٢أ =    |  أ   

  ٩ = ٢)  | ٣ - | (     ،  ٢أ  = ٢) | أ |   ( ♣٧
   ) :  مما یلى  أوجد مجموعة الحل لكل(  ²

                    ٢=    |١+ س |   Ã              |٣+ س | 
  )الحـــــــل ( 

          ٢ ±=   ١+ س   ï  ٢=     ١+ س             ٣+ س   ٣+ س 
  

          ٢ - =   ١+ س   ٢=   ١+ س             ٣+ س    ٣+ س 
  

  

  ٣+ س  =  ٢+  س ٢
  

          ٢ -  س ٢ - = ٣+ س 
    ٥ -  ٥ -  "تحقق     " ١= س   
    

    

    }  ٣   ،١ {= ح  .  م   "تحقق "   ٣  =س 
Ã |  ٣=  | ١ - س  | | ١+ س   

  )الحــــل ( 

   ٣ ± = ١ -  ٢ س             ï    ٣=  | ١ -  ٢س   | ï        ٣= |  ) ١ - س  ) ( ١+ س (       | 

  ١ - ٢                              س ١ -  ٢                                س 

  "مرفوض   " ٢ - = ٢                             س ٤ = ٢      س                           

  } ٢ - ، ٢ {= ح . م .   ˙"             .تحقق   " ٢ ±=                                 س 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

Ã |  ٠=  | ٣ - س  | - | ٥+ س    

  )الحـــل ( 

   ٢ ) ٣ -س  = ( ٢ ) ٥+ س   ( ï  بتربیع الطرفین   ï | ٣ -س | =  | ٥+ س         | 

    ٩+  س ٦ - ٢س  =  ٢٥+  س ١٠ + ٢         س 

           ٢٥ -  ٩=  س ٦+  س ١٠        

       ١٦ - =  س ١٦         

   } ١ - {ح . م "      تحقق    "١ -=   س             

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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    ١٠٣

Ã | ٥,١  ≥س    |            ،        ١+ س  |  > | ٣ -  س ٢       

  )الحـــل ( 

   ١ ->     س        ï  ٥,١>          س 

   ١+ س =  | ١+ س        ،     | ٣ - س ٢=  | ٣ - س ٢  | ˙.˙         

   |      ١+ س  | > | ٣ - س ٢| .   ˙        .

      ١+ س  > ٣ - س ٢                

   ٣ + ١>  س - س ٢                

   [∞ ، ٤= ] ح .            م ٤>                  س 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  

 )رســــم المنحـنیـــات (  

   :ارسم الشكل البیانى للدوال الآتیة ومن الرسم أوجد المجال والمدى ونوع الاطراد ²

                      |س |   ) =س ( د   Ã ١            ٢س 
  ) الحـــل  ( 

    ٢س           
  ٠> س   ←    س  ٠ ≥س   س 

   س -  {   =|  س  |
←  
    ٢س   )  =س ( د ،     ٠< س   ←

            

} 

  ٠<   س ←     س-
  

   س -  {  ) =س ( د       ٠> س   س 
←  
          ٠< س   ←

  

   ٠< س ،  س - ) = س (             د ٠> س ، س ) = س (  د 

  

  

  *ح  = }٠ { -ح = المجال 

  الة زوجیة لأنھا متماثلة حول محور الصاداتالد،  [  ∞ ، ٠= ] المدى 

   [٠ ، ∞ - ] تناقصیة فى الفترة ،  [   ∞ ، ٠] تزایدیة فى الفترة  ) س ( د 
  
  
  
  
  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ                                            
  

    ١٠٤

                  ٣ -  | س |  ) =س ( د   Ã ٢          ٣س 
  ) الحـــل  ( 

  ٠>   س ←  ٣ -  س  ٠ ≥س   س   ٣س    
  ٣س   )  =س ( د ،      =|  س  |

  
   س - {

←  
  
    ٠< س   ←

} 
  ٠<   س ←  ٣ -   س-

  

      ٠> س    ٣ - ٢س 
 - ٢ س -  {  ) =س ( د 

٣  

←  
           ٠< س   ←

  

   ٠< س   ، ٣ - ٢ س- = ) س (       د ٠> س   ،  ٣ -  ٢س) = س (  د 

  

  

  }٣ - { - ح = المدى ،  *  ح  = }٠ { -ح = المجال 

  *تزایدیھ على مجالھا ح ،  ]  ٠ ، ∞ -[ ،  [ ∞ ، ٠] تزایدیة فى الفترتین  ) س ( د 

  الدالة لیست زوجیة ولیست فردیة لأنھا غیر متماثلة حول محور الصادات 

  .وغیر متماثلة حول نقطة الأصل 

٣ Ã ٢ - | س  | ٢س ) = س (   د   
  ) الحـــل  ( 

   س -  {   =|  س  |    ٠ ≥  س ←  ٢ -س  × ٢س   ٠ ≥س   س 
←  
  ٠<   س ←  ٢ - س -  × ٢س   {  ) =س ( د     ٠< س   ←

  

  ٢ - ٣ س -  {  ) =س ( د       ٠ ≥س    ٢ - ٣س 
←  
           ٠< س   ←

  

   ٠< س   ، ٢ - ٣ س-) = س (       د ٠ ≥س   ،  ٢ - ٣س) = س (  د 

  

  

  ح = المجال 

  الدالة زوجیة لأنھا متماثلة حول محور الصادات،  [  ∞ ، ٢ - = [ المدى 

   ]٠ ، ∞ -] تناقصیة فى الفترة ،  [   ∞ ، ٠[ تزایدیة فى الفترة  ) س ( د 
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    ١٠٥

    )س ( ر   ) =س ( ق |   ،      س -  ٢| )  = س ( ر    ،    ٢ -  س - ٢س ) = س ( د : إذا كانت   Ã ٤  )س ( د 

  .وارسم الشكل البیانى لھا ومن الرسم أوجد المدى والنوع والاطراد )  س ( عین مجال الدالة ق       ** 
  ) الحـــل  ( 

  ٢<   س ←   )٢ -س   ( -  {  = |  ٢ -س |   ،    |  س - ٢|   ) =س ( ق   ٢ ≥  س ←  ٢ - س   ٢ -  س - ٢س 
  

     )١+ س  ) ( ٢ - س (  
  ٢>   س ←  ١+ س   ٢> س    )٢ - س ( 

  ) =س ( ق ،    )١+ س  ) ( ٢ - س (   )  =س ( ق 

  
} 

   )٢ - س  ( -

←  
  
    ٢< س   ←

  ٢<   س ←  ١ -  س - {
  

   ٢< س   ،  ١ - س - ) = س ( د     ،    ٢> س   ،  ١+ س ) =  س ( د 

  

  

      } ٢ { - ح =    المجال 

   [  ∞ ، ٣ -= ]    المــدى 

  الدالة لیست زوجیة ولیست فردیة لأنھا غیر متماثلة حول محور الصادات، 

   وغیر متماثلة حول نقطة الأصل 

   [ ٢ ، ∞ -] تناقصیة فى الفترة ،  [   ∞ ، ٢] الدالة تزایدیة فى الفترة  ، 

  

                    ٢+  س   ) =س ( د   Ã ٥          ٧+  س ٣
  ) الحـــل  ( 

        ٢+ س   +  ٢+ س   =  ٢+  س   ) =س ( د         ١  ٦+  س ٣  ١ ) + ٦+  س ٣( 
  

      ١  ١   ) ٢+ س  ( ٣
+ س   +   )٢+ س (    ) =س ( د   

٢  

  =٣ 
+ س   +

٢  
      

  

   ) ٣ ، ٢ - ( نقطة التماثل لمنحنى الدالة 

      } ٢ - { - ح =    المجال 

      } ٣ { -ح =    المــدى 

  نھا غیر متماثلة حول محورالدالة لیست زوجیة ولیست فردیة لأ، 

   الصادات وغیر متماثلة حول نقطة الأصل 

      } ٢ -  { -الدالة تناقصیة على مجالھا  ح ، 
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    ١٠٦

  )الأسس واللوغاريتمات  ( 

   الدالة الأسیة -١

  تسمى سأ ) = س (   حیث د + ح ←ح :   فإن الدالة  د ١ ≠إذا كانت  أ  عددا حقیقیا موجبا      :  تعـــریـف ²

  .ة أسیة أساسھا أ دال

    )+ ح ←ح : د  :               (  التمثیل البیانى للدالة الأسیة ²

  )ثانیاً )                                                                 ( أولاً (                          

  

  

  ١< أ  < ٠                                          ٠>                                      أ 

 )                ١ ، ٠(   

                  

  

  

  ح= ح       المجال = المجال 

   [∞ ، ٠ = ] +ح = المدى  [                                          ∞ ، ٠ = ] +ح = المدى 

             الدالة تناقصیة على مجالھا ح الدالة تزایدیة على مجالھا ح                              

   ) ١ ، ٠( منحنى الدالة یمر بالنقطة  )                                ١ ، ٠( منحنى الدالة یمر بالنقطة 

      الدالة لیست زوجیة ولیست فردیة لعدم التماثلدیة لعدم التماثل             الدالة لیست زوجیة ولیست فر

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  :ن  الحقیقیة ، تتمتع الدالة الأسیة بالخواص الآتیة لجمیع قیم  م  :   ملحـــــوظة ھامــــة** 

  م نأ  = ن ) مأ   ( é                ن-م أ =   نأ            ç             ن+ م أ  = نأ  × م  أ å           مأ 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  ² الأســـس ²

   :مراجعة الأسس الصحیحة ²    

         å ن ∀أ       × ...... × أ × أ × أ   = ن  أ   Э ص  +   

         ç أ  ∀           ١ = ٠  أ   Э ح  *  

١       é أ  ∀  نأ    =   ن-  أ   Э ح   *  
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    ١٠٧

  ² قوانیـــن الأســـس ²

  م نأ  = ن ) مأ   ( é                ن-م أ =   نأ            ç             ن+ م أ  = نأ  × م  أ å           مأ 
  

      نب      =ن)   ب    (ê        ن بن   أ  =  ن) أ ب  ( è               نأ   أ
  

   : قاعدتان ھامتان ²    

å )  الأساس = الأساس  (ï )  الأس = الأس: (  

B             نأ  =  م  أ   ï أ   ∀ن          =   م Э ٠ ، ١- ، ١ { - ح {  

ç الأس=   الأس  
                                                                   ▼  

                              ê                                                                    ê  
                لو كان أحد الأساسین رمزا                                            الأساسان مختلفان

                           ▼                                                                      ▼  
  صفر= الأساس                                                       الأس =                  الأساس 

                          ٥س  =  ٥ ٢                      

   ٠=  الأس Ùالأس =                                   الأس                    ٢=                        س 

  ١ ±=  س Ù  ١ = ٢  س Ù ٠ = ١ - ٢                                                                     س 

                                                                               Ù ١-  ، ١ {= ح .  م {  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² الأسس الكسرية ²

  :  فإن + ح Э ب  ، أ       ،       + ص Э لكل     ن   :      قواعد ھامة ²    

         å  =         ن  × ب       وبضرب الأسینï  ن ب=   أ  

         ç           =         مقام الأس الكسرى یصبح دلیلا للجذر  

         é  
  

  .جمیع قوانین الأسس الصحیحة یمكن تطبیقھا على الأسس الكسریة  :   ملحـــــوظة ھامــــة** 
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    ١٠٨

  ²الدالة اللوغاريتمیة :  ثانیاً ²

   حÙ +ح : د 

  س =     لو ص ↔   سأ =  ص :    فإن + ح Эص    ، }١{ - + ح Эإذا كانت  أ  :  تعریف ²    
                                                                                                                                                                         أ

  

  ²)  ح Ù +ح : د (يتمیة  التمثیل البیانى للدالة اللوغار²

  

  

  

  

  
  

  

   +ح= المجال  [                                    ∞ ، ٠ = ] +ح =          المجال 

  ح= ح                                              المجال المقابل =          المجال المقابل 

  +                      الدالة تناقصیة على مجالھا ح            +         الدالة تزایدیة على مجالھا ح 

   )٠ ، ١( منحنى الدالة یمر بالنقطة  )                           ٠ ، ١(          منحنى الدالة یمر بالنقطة 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² قوانین اللوغاريتمات ²  

  :  فإن }١{ - + ح Эأ      ،    + ح Эص ، س :     إذا كانت ²    

        ص - س        =           ) ٢ص             +      س =      س ص  )      ١          

  صفر  =  ١ )     ٥                  ١=     أ  )  ٤ن      س                          =  نس  )       ٣          

  . ولا یكتب ١٠ھى اللوغاریتمات التى أساسھا " العشریة " اللوغاریتمات المعتادة  :   ملحـــــوظة ھامــــة** 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ²مسائل محلولة  ²

١B س- ٥ - س ٥) = س ( ر ،     س      - ٥ + س ٥) = س ( د :     إذا كانــت     

   ٤ = ٢) ] س ( ر  [ - ٢) ] س ( د :   [        فأثبت أن 

  )الحــــــــــل ( 

  ) ]  س ( ر ) +  س ( د ) ]  [ س (   ر -) س ( د  = [ ٢) ] س ( ر  [ - ٢) ] س ( د [       =  
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    ١٠٩

    ] س- ٥ -  س ٥+   س  - ٥ + س ٥   ] [  س- ٥ - س ٥  -  س  - ٥ + س ٥    = [   

   ٤=  ٠ ٥ × ٤ = س+   س- ٥ × ٤ = س ٥ × ٢ ×  س- ٥ × ٢     =  
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  

٢B ١ - س (   د - ) ٣+ س ( د :             حــل المعادلة س) = (    ) س (    د :  إذا كانــت = (  -   

  )الحــــــــــل ( 

    عامل مشترك ١ -س (     ) وبأخذ  =           ١ -س  (     ) -  ٣+ س (     )        =  

            - =  ]١ -   ١+   س - ٣+ س  [ (     )  ١ -س (     )        =  

    -  ) = ١ -  (       ١ -س  (    )       ç   -  ] = ١ -   ٤ [ (    ) ١ -س       =  (    ) 

   ٤ =        = (     ) ١ -س            = (    ) - × ç                  -        =  -  × ١ -س       = (    ) 

    } ٣ -  {= ح .   م ï       ٣ -=  س ç ٤ -  = ١ - س ç     ٤ - = (    ) ١ -س       = (    ) 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

٣B ٠ ) = ٥( د ) +  س (   د ٣٦  -)  س ٢( د :             حــل المعادلة س ٣) = س ( د :     إذا كانــت   

  )الحــــــــــل ( 

   ٢أ  =  س٢ ٣ çأ   = س ٣     نفرض أن  ٠ = ٥ ٣ + س ٣ × ٣٦ -   س٢ ٣       

   ٠ ) = ٢٧ - أ  ) ( ٩ -أ   ( ç      ٠ = ٢٤٣+  أ ٣٦ - ٢أ .   ˙   .

   ٢٧=                أ ٩=                                                  أ 

   ٣ ٣ = س ٣        ٢ ٣ = س ٣                                             

   ٣=              س ٢=                                                س 

   } ٣ ، ٢ {= ح .                                                     م 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  )س (  د ١١ -  ) ٢+ س (  د ٤
٤B ١ -س (  د ٧ ) + ١+ س (  د ٢:             أثبت أن س ٣) = س ( د :     إذا كانــت 

(  
 =٣  

  

  )الحــــــــــل  ( 
     )٧ + ١+  س - ١+ س  ٣ × ٢ ( ١ -س  ٣  =   ١ -س  ٣ × ٧+  ١ + س ٣ × ٢  =الأیمن    )١١ -  س- ٢+ س  ٣ × ٤ ( س ٣  س ٣ × ١١ - ٢+ س  ٣ × ٤

  

  الأیسر  = ٣ = ١+  س -س  ٣=   ٢٥ × ١ -س  ٣  =   )٧ + ١٨ ( ١ -س  ٣  =  ٢٥ × س ٣   )١١ - ٣٦ ( س ٣

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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    ١١٠

B ٠ = ٢ - )   س - ٢س ( لو :     حل المعادلة الآتیة   

  )الحــــــــــل ( 
   ١٢=   س - ٢  س ç  ٢= (           )   س -  ٢  س ç    ٢) =   س - ٢س (                     لو 

  

                  ç ٠= ١٢ -   س - ٢  س  ç )   ٠ ) = ٣+ س  ) ( ٤ -س  

   } ٣ -  ، ٤ {=  ح .    م ç     ٣ - =       س ٤= س .     ˙                               .                     

٦B ٣ -س (    لو - ٢= لو س :     حل المعادلة الآتیة  (   

  )الحــــــــــل ( 
   ٤ = ٢ ٢=  س ٣ - ٢ س      ç ٢ ) = ٣ -س (   لو س ç   ٢ )  = ٣ -س (  لو +       لو س  

  

   ٠ = ٤ - س ٣ - ٢                            س    

   ٠ ) = ١+ س  )  ( ٤ -س                            ( 

   ٠ = ١+        س ٠ = ٤ -                         س 

    } ٤ {= ح .    م ç"         مرفوض   " ١ -=               س ٤=                               س 
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

٧  ٢٥  ٦  ١٤  ١B ٩  : أوجد قیمة   س  إذا كان  
   =س ٣× 

  ٣  لو
  - ٥ لو ٢ + ٣  لو -

  ٧   لو٢ + ١٧  ٧  لو
  )الحــــــــــل ( 

  ٣  لو =  س ٣ × ٢- ٣      ٢٢٥  ١٢٥  ١٤
  - ٢٥لو  +  ٣  لــــو -

      ٤٩  لو+   ٧  لو
  

              ٤٩ × ١٢٥ × ٣ × ٣  لو =  ٢ -س  ٣          ٢٢٥ × ٧ × ٢٥× ١٤
  

=  س ç  ٠ = ٢ -س    ٠ç ٣  = ٢ -س  ٣   ç ١ = ٢ -س  ٣  ç ١٠لو   =٢ -س  ٣                      
٢    

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

٨ B ١+  س ٣  ٢ = ١ - س ٢ ٧:     حل المعادلة الآتیة  

  )الحــــــــــل ( 
  ١+  س ٣  ٢لو =  ١ - س ٢ ٧لو.  ˙:     .بأخذ اللوغاریتم المعتاد للطرفین 

   ٢ لو  )١+  س ٣ = ( ٧لو  ) ١ - س ٢                                          ( 

   ٢لو  + ٢ س لو ٣ = ٧ لو -  ٧ س لو ٢                                           

   ٧لو  + ٢لو  =  ٢ س لو ٣ - ٧ س لو ٢                                   

   ٧لو  + ٢لو  ) =  ٢ لو ٣ - ٧ لو ٢(                                    س 

      } ٤٥,١ {= ح .  م ç    ٤٥,١=   ٢ لو ٣ -  ٧ لو ٢  =س       ٧لو  + ٢لو 
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    ١١١

    ٩ B وإستخدم ذلك فى حل المعادلتین التالیتین       ٢لو أ =  لو أ  :     أثبت أن  :                                                              

      ٢ب                                              ب
   

٣  
١  ٢ï لو س  +  س       لو=      

                     ٤                  ٢    

٢ï ٢=   لو س -  س  ٢     لو  
                 ٤                      ٢  

  

  )الحــــــــــل ( 
   س٢ب  =  ٢  أ ç  ٢ ) سب  = ( ٢ أ ç  سب =    ومنھا  أ       ï  åس  =  لو أ  :        نفرض أن 

                                               ب
           ï  çس    = ١× س  = ٢س  لو ب   =   س٢لو ب   =  ٢  لو أ.     ˙    .

               ٢                              ب ٢              ب ٢                    ب 
  ٢لو أ =  لو أ  .   ˙   .å  ،  ç          من 

               ٢                                                          ب            ب 
١ï  لو س  +       لو س=                  ç لو س  + ٢  لو س       =ç س  × ٢ لو س =       ç ٣  لو س  
=  

                  ٤                                                   ٤                                ٤                   ٤                             ٤                  ٢  
  ٢= س .   ˙      .٨ = ٣  س ç )       ٤ = ( ٣          س 

  

٢ï ٢=   لو س -  س  ٢     لو     ç ٢=   لو س - ٢ س ٤  لو    ç            ٢=    لو   ç  س ٤ لو  =
٢   

                  ٤                                            ٤                        ٤                       ٤                                    ٤                      ٢   
   ٤= س .   ˙          .١٦=  س ٤  ç  ٢ ٤=  س ٤          

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

١٠ B ٣لو س (  ٢ = ٤ × ٢) لو س (  ٢:     حل المعادلة الآتیة (   
  )الحــــــــــل ( 

    ) ٣لو س (  ٢ = ٢+  ٢) لو س (  ٢    ç )    ٣لو س (  ٢ = ٢ ٢ × ٢) لو س (  ٢        

 = ٢ + ٣  لو س - ٢) لو س .   ( ˙      .٣لو س  =  ٢ + ٢) لو س .   ( ˙.الأساس     =   الأساس ˙.˙        

٠.˙          .  

    ٠ = ٢+  لو س ٣ -  ٢) لو س                                                 ( 

   ٠ ) = ١ -لو س (  ) ٢ -لو س                                                ( 

  ١=                     لو س ٢=                                       لو س 

  ١٠=                     س ٢ ١٠=                                          س 

                           
     } ١٠٠ ، ١٠ {= ح .  م ç                                           ١٠٠=                 س 

         
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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    ١١٢

١١ B س    ،    س ٢) = س ( د :      حیث + ح ←ح :  ارسم الدالة  دЭ  ]  -ومن الرسم أوجد  ]  ٤ ، ٣:  

å ٥,٠ -(  د ،  )  ٥,١(  د (   

ç ١٠) = س (  قیمة تقریبیة لـ  س عندما  د   

  )الحــــــــــل ( 
  

  

  :من الرسم نجد أن            * 

å ٧,٠ ) = ٥,٠ - ( د       ،     ٨,٢ ) = ٥,١(  د   

ç ٣,٣=    نجد أن   س ١٠= ص ) = س (  عندما  د    

١٢ B س ،   لو س    ) =  س( د :   ح   حیث ← +ح :  ارسم منحنى الدالة  دЭ      ]   ،٨  [   

    ٥,٣لو :                ومن الرسم أوجد 

  )الحــــــــــل  ( 
  لو س   =  ص 

  
  ٣=  لو    ٣ = ٣(     ) لو =  لو      =   ص ç=       عند س 

  
  ٢=  لو    ٢ = ٢(     ) لو =  لو      =   ص ç=       عند س 

  
  ١= لو      =   ص ç=       س عند 

  

  صفر =  ١لو =   ص ç   ١=  عند س 
  

   ١-  = ١ -(     ) لو  =  ٢لو =   ص ç   ٢=  عند س 
  

   ٢-  = ٢ -(     ) لو  =  ٤لو =   ص ç   ٤=  عند س 
  

   ٣-  = ٣ -(     ) لو  =  ٨لو =   ص ç   ٨=  عند س 
  

  . على محور السینات ٥,٣=  نأخذ س å  :  من الرسم  ٥,٣لإیجاد   لو ** 

                                   ç الصادات فیقطع منحنى الدالة فى نقطة //  نرسم منھا مستقیم.  

                     é ٨,١ - =  نقرأ قیمة  ص المناظرة لھذه النقطة على محور الصادات فنجدھا    
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    ١١٣

    ٠  = ن ح -  ١+ ن ح  سالب   ٠  < ن ح -  ١+ ن ح  موجب   ٠  > ن ح -  ١+ ن ح 

  ² المتتــــابعـــات ²  
 أو مجموعة +ھى دالة مجالھا مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة ص  : )المتتابعة الحقیقة (  تعریف  ²

  :أى .  ومجالھا المقابل ھو مجموعة الأعداد الحقیقیة }ن ، ....  ، ٣ ، ٢ ، ١ {جزئیة منھا على الصورة 

  )ح ( > ------- إلى ---- --) + ص   ( من:                              د 

                         å                              â                æ  
  " قیم الحدود "                  " رتب الحدود " المجال "         المتتابعة  غیر منتھیة               " 

   ح Ù  }ن ، ....  ، ٣ ، ٢ ، ١ {: د  :    بصیغة أخرى** 

  حدھا الأخیر معلوم  إذا كانت المتتابعة منتھیة أى ◄

ھو دالة فى ن یمكن بواسطتھ ایجاد أى حد م ن ح دود المتتابع ة كم ا       :  نللمتتابعة  ح " العام " الحد النونى   * 

  .یمكن الحصول على المتتابعة نفسھا 

 لھا   ترمز للحد النونىنترمز للمتتابعة بینما ح  ) نح (   حیث نح ،  )  نح ( لاحظ الفرق بین  )) : ملحوظة(( 

.  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² إطــــراد المتتابعــات ²  

                                                                   ▼  
                     ê                                           ê                                           ê  

                 تزايدية                            تناقصیة                            ثابتة
  

  

     Ã تعنى  الفرق بین أى حد والسابق لھ مباشرة ن ح -  ١+ ن   ح  .  

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² المتتابعــات الحسابیة ²  

    + ص Э ن ∀مقدار ثابت   = ن ح - ١+ ن ح :  ح  إذا كان . م  )   نح (  تسمى المتتابعة ï ) تعریف ( ²

  ابعة الحسابیة ویرمز لھ بالرمز  د                        ویسمى المقدار الثابت بأساس المتت

Ã ن ح -  ١+ ن ح = ح  فإن أساس ھذه المتتابعة ھو  د . م  )   نح : (  فإذا كانت    

  . الحد السابق لھ مباشرة - أى حد فیھا = أساس المتتابعة الحسابیة :      أى أن 

الأساس بالرمز  د فإنھ یمكن ،    أ   إذا رمزنا للحد الأول بالرمزï ) الصورة العامة للمتتابعة الحسابیة ( ²

  :كتابة المتتابعة الحسابیة على الصورة 
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    ١١٤

  

  

  د ) ١ - ن + ( أ  =  ن ح

إذا كانت المتتابعة غیر منتھیة   )                      " ∞، ......... ،  د ٣+ أ ،  د ٢+ أ ، د + أ ، أ   ( ←ح . م 

 "  

  " إذا كانت المتتابعة منتھیة )    " ل  ،  د -ل ،  د ٢ -ل ، ......... ،  د ٣+ أ ،  د ٢+ أ ، د + أ ، أ   ( ←ح . م 

  حیث  ل  ھو الحد الأخیر

  )الحد العام فى المتتابعة الحسابیة ( 

  

  
                                                ê           ê       ê        ê  

  الأول   رتبة الحد    الأساس                                                  الحد العام    الحد 

   )) :ملحوظة ھامة جدا(( 

             Ã ویرمز لھ بالرمز  ل نن   فإن حدھا الأخیر ھو  ح =    إذا كان عدد حدود المتتابعة الحسابیة    

  رتبة الحد الأخیر =  عدد حدود المتتابعة الحسابیة المنتھیة :  أى أن    * 

  د   )  ١ -ن  ( +أ  =  نح = ل :  أى أن    * 

   حدا  فإن الحد الأخیر ھو الحد العشرون ٢٠= إذا كان عدد حدود المتتابعة الحسابیة :  فمثلا ♣

   د ١٩+ أ =  د   )  ١ - ٢٠+ ( أ  =  ٢٠ح = ل :  أى أن    * 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² الأوساط الحسابیة ²  

  .  مجموع الطرفین =  ح  فإن ضعف الوسط الحسابى . جـ ثلاثة حدود متتالیة من  م ، ب ، أ :    إذا كان ²
                      ê 

   = ب ومنھا             جـ + أ =   ب ٢ ح                                   .                         و 
  

ï     یستخدم إذا ذكر كلمة الوسط الحسابى        " ٢÷ المجموع  =  الوسط الحسابى :    أى أن"  

   ٣= إذا كان الوسط الحسابى لعددین :  فمثلا ♣

             Ã  ٦= ص +  س .  ˙          .٣.                 = ˙.ص   ،   نفرض أن العددین ھما  س   

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² مجموع حدود المتتابعة الحسابیة ²  

      ن
      إذا علم الحد الأخیر]                            ل + أ [   ٢

  

      ن
 { =  نجـ 

      ساسإذا علم الأ]            د  )  ١ -ن + (  أ ٢[   ٢
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    ١١٥

   د-ل  =  نو 

  د٣ - ل  =  ٢ -ن و 

   :تذكـــر أن ♣

  " ٠< وإذا كانت  د ،  تكون المتتابعة تزایدیة  "  ن موجب   " ٠>  فى المتتابعة الحسابیة  إذا كانت  د -١  

  "  .تكون المتتابعة تناقصیة "  ن سالب 

   = فإنھ یوجد حد أوسط وحید رتبتھ "  فردیا " ن   =   إذا كان عدد حدود المتتابعة -٢  

   ٨ح   =  ١ + ١٥ح    =  ١+  ن ح =  رتبة الحد الأوسط .  ˙"    .فردى   " ١٥= إذا كانت   ن  :  فمثلا ♣
                                                                                                                                                   ٢                       ٢   

  .الذى یلیھ ، یوجد حدان أوسطان   ترتیبھما        .  ˙"  .زوجیا " ن  =   إذا كان عدد حدود المتتابعة -٣

 ١٦ح  ، ١٥ح ( والذى یلیھ   =   نح   =  رتبة الحدان الأوسطان ھما.  ˙"  .زوجى   " ٣٠= إذا كانت  ن  :  فمثلا ♣
(  

                                                                                                                                                         ٢   

   ٢+ عدد الأوساط = ح . عدد حدود  الــ  م :   إذا أدخلنا عدة أوساط حسابیة بین عددین فإن -٤

ï   ٢ - ن =   ومنھا  عدد الأوساط ◄               ٢   + عدد الأوساط = ن :    أى أن   
                                          å     æ  

  )الأخیر ( ل )     الأول (                                         أ 

   ١ رتبة الحد تزید عن رتبة الوسط بمقدار -٥

   د    ٣+ أ  = ٤ح  = ٣ و.  ˙.الحد الرابع    = الوسط الثالث :  فمثلا ♣

   د    ١٥+ أ  = ١٦ح  = ١٥ و:        وبالمثل 

  ............... )  ، ٧ح  ، ٥ح  ، ٣ح  ، ١ح : (  متتابعة الحدود الفردیة الرتبة ھى -٦

  ............. ) ،  د ٥+ أ ،  د ٣+ أ ، د + أ                                                ( 

   د٢= أساسھا ،   د   + أ =  حدھا الأول 

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² المتتابعــات الھندسیة ²  

  ١+ ن ح 
  
  

  
:  ھـ  إذا كــان . م  )   نح (  تسمى المتتابعة ï ) تعریف ( ²

  نح 
    + ص Э ن ∀مقدار ثابت = 

  
  

                         ویسمى المقدار الثابت بأساس المتتابعة الحسابیة ویرمز لھ بالرمز  ر 

  ١+ ن ح 
  
  

            أى حد فیھا
  =ر  ) : أى أن ( ²

  نح 
=  

            السابق لھ مباشرة
--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  

  

  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ                                            
  

    ١١٦

   الحد الأول ◄ أ 
   رتبة الحد ◄ن 
  الأســـاس  ◄ر 

  ² الصورة العامة للمتتابعــات الھندسیة ²  

   Ã  والأساس بالرمز  ر  فإنھ یمكن كتابة المتتابعة الھندسیة على الصورة ،   إذا رمزنا للحد الأول بالرمز  أ

:  

  " إذا كانت المتتابعة غیر منتھیة  "  )                ∞، .......................  ، ٣أ ر ، ٢أ ر، أ ر ، أ         ( 

  " إذا كانت المتتابعة منتھیة )              " ل ،       ،       ،  ...........  ، ٣أ ر ، ٢أ ر، أ ر ، أ (     ، 

  
  ² الحد العام فى المتتابعــة الھندسیة ²  

                                                                          
  

  + ص Э ن ∀                                                       

  ² الأوساط الھندسیة ²  

حاصل ضرب الطرفین =  ھـ  فإن مربع الوسط الھندسى . جـ ثلاثة حدود متتالیة من  م ، ب ، أ :    إذا كان ²
  .  

                      ê 
        أ جـ±=  ومنھا        ب       جـ × أ  =  ٢  ب ھـ                                   .                         و 

  

ï     یستخدم إذا ذكر كلمة الوسط الھندسى " "   الحدین "      حاصل ضرب العددین ±=  الوسط الھندسى :    أى أن"  

   ٧= إذا كان الوسط الھندسى لعددین :  فمثلا ♣

             Ã  ٤٩= أ ب .  ˙"     .بتربیع الطرفین      " ٧= أ ب  .   ˙.ب   ،   نفرض أن العددین ھما  أ   

--------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ² نظرية ھامة ²  

Ãأكبر من وسطھما الھندسى  الوسط الحسابى لعددین حقیقیین موجبین مختلفین .  

  ² مجموع حدود المتتابعة الھندسیة ²  

   )١ - نر ( أ 
                              ١>     حیث   ر   ١ -ر 

  

   )ن  ر - ١( أ 
 { =  نجـ 

                ١<     حیث  ر     ر-  ١

  " )ن " إذا علم عدد الحدود ( 

    أ-ل ر 
                              ١>  حیث   ر      ١ -ر 

  

    ل ر- أ 
 { =  نجـ 

                ١<     حیث  ر     ر-  ١
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    ١١٧

  ٢٤ = ٥ح  + ٣ ح ˙.˙

  ٢٤=  د ٤+ أ +  د ٢+ أ 

  ٢÷     بالقسمة ٢٤=  د ٦+  أ ٢    

  ١- ×   بالضرب ١٢=  د ٣+       أ 

  ç              ١٢ -=  د ٣ - أ -     

  ç                 ١٨=  د ٥+       أ 
        ــــــــــــــــــــــــ

  ٦=  د ٢          

  ٣=             د 

  ١٢ = ٩+       أ 

  ٣=             أ 

ê  

  ..... ) ، ٩ ، ٦ ، ٣= ( ح . م 
 

  ٣٢٤ = ٢ ٦  ح˙.˙     

   ٣٢٤ = ٢)  د ٥+ أ ( 

   ١٨ ±=   د ٥+        أ 

  

   ١٢ - =  د ٣ -  أ -   

   ١٨ -=  د ٥+       أ 
       ـــــــــــــــــــــــــــــ

  ٣٠ -=   د ٢            

  ١٥ - =                د 

  ١٢ = ٤٥ -      أ    

  ٥٧=                أ 

ê  

  ..... ) ، ٢٧ ، ٤٢ ، ٥٧= ( ح . م 
 

  )إذا علم الحد الأخیر ( 

    : من الحدود" غیر منتھ " مجموع عدد لا نھائى   ♣ 

Ã ١< ر  <  ١-    أو        ١| < ر |  ھـ ھو   .  الشرط اللازم لإیجاد مجموع عدد غیر منتھ من حدود م   

 ∞     وفى ھذه الحالة یكون    جـ   أ  الحد الأول
      ر-  ١   =∞جـ    الأساس-  ١  =

    : تذكـــــر أن  ♣

  . الوسط الحسابى لعددین موجبین مختلفین أكبر من وسطھما الھندسى -١

  أ جـ >    ب :    جـ  ثلاث كمیات موجبة فى تتابع حسابى فإن ، ب ، أ  :   إذا كانت -٢

  "نثبت الوسط الحسابى ونعرف الوسط الھندسى " 

  ب >  :               جـ  ثلاث كمیات موجبة فى تتابع ھندسى فإن ، ب ، أ  :   إذا كانت -٣

  "نثبت الوسط الھندسى ونعرف الوسط الحسابى " 

  ² تمارين على المتتابعات ²  

  : على المتتابعة الحسابیة:  أولاً ²  

  أوجد ٣٢٤ ومربع حدھا السادس یساوى ٢٤ح  فیھا مجموع الحدین الثالث والخامس یساوى  .   م♣١

  .المتتابعة 

  )الحـــــل ( 
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    ١١٨

  ٤٠٦ = ٦ح  × ٣ ح ˙.˙

  å ß ٤٠٦) =  د ٥+ أ ) (  د ٢+ أ ( 

  å  فى  çبالتعویض من  

  ٤٠٦) =  د ٥ + ٦ - د ٢) (  د ٢ + ٦ -د ٢( 

  ٤٠٦ ) = ٦ - د ٧ ) ( ٦ - د ٤                ( 

   

  

وخارج قسمة الحد  ، ٤٠٦حاصل ضرب الحدین الثالث والسادس ، ح حدودھا أعداد صحیحة .   م ♣٢

  .   أوجد المتتابعة ٦ - قى   والبا٢التاســـــع على الحد الرابع منھا یساوى 

  )الحـــــل ( 

      

  

  

  

  
  

   ٠ = ٣٧٠ - د ٦٦ -  ٢ د ٢٨     ç     ٤٠٦ = ٣٦+  د ٤٢ - د ٢٤ -  ٢ د ٢٨

   ٠ ) = ٥+ د  ) ( ٣٧ - د ١٤     ( ç                  ٠ = ١٨٥ - د ٣٣ -  ٢ د ١٤

   ٥ -=                                    د ٣٧=  د ١٤

   ٤ - = ٦ + ١٠ -= أ  =                                              د

  ..... ) ، ١٤ - ، ٩ - ، ٤ -= ( ح .                             م "مرفوض "           
  لأن المتتابعة حدودھا صحیحة   

 ١١٢=  الأخیرة منھا ومجموع الحدود الأربعة  ،  ٥٦= ح  فیھا مجموع الحدود الأربعة الأولى منھا .   م ♣٣

  .     أوجد المتتابعة وعدد حدودھا ١١= وحدھا الأول ، 

  )الحـــــل ( 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ٦ - = ٤ ح ٢ - ٩ ح ˙.˙

    ٦ -) =  د ٣+ أ   ( ٢ - د ٨+   أ 

    ٦ - =  د  ٦ - أ ٢ - د ٨+        أ 

  ٦ -=  د ٢+  أ -                   

  ç ß   ٦+  د ٢=                 أ 

   

  ٥٦=  الأولى ٤   جـ ˙.˙

  ]د  ) ١ -ن + (  أ ٢[   ٢   =نجـ   ن
  

  ٥٦] =  د ٣+  أ ٢[   ٢   =نجـ   ٤

  ٢÷     بالقسمة ٥٦) =  د ٣+  أ ٢ ( ٢

  ç å ٢٨=  د ٣+  أ ٢        

  ١١=      أ ˙.˙              

   ٢٨=  د ٣ + ٢٢.  ˙.     

  ٢= د   ç  ٦=  د ٣                     

 ........ ) ، ١٥ ، ١٣ ، ١١= ( ح . م 

  ١١٢=  الأخیرة ٤   جـ ˙.˙

  ١١٢=  د ٣ -ل +  د ٢ -ل +  د -ل + ل 

  ١١٢=  د ٦ -  ل ٤

   ١١٢ = ١٢ -  ل ٤

   ٣١=   ل ç    ١٢٤=  ل ٤

  ٣١= د  ) ١ - ن + (   أ ç  ٣١= ل  = ٣ح 

   ٣١ = ٢×  ) ١ -ن  + ( ١١

  ٣١ = ٢ - ن ٢ + ١١        

   ٢٢=  ن ٢                      

    حدا ١١=                          ن 
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    ١١٩

....... )  ، ...، ...  ، ٢٠ ، ٢٥ ، ٣٠(   كم حدا یلزم أخذھا ابتداء من الحد الأول من المتتابعة الحسابیة ♣٤

  .    ثم فسر معنى الجواب ١٠٠= لیكون مجموعھا 

  )ل الحـــــ( 

  ؟ = ن         ،         ١٠٠ = نجـ         ،         ٥ - = د   ،      ٣٠=                      أ 

  ]د  ) ١ -ن + (  أ ٢[   ٢   =نجـ   ن
  

  ٢× بالضرب  ]     ٥ - ×  ) ١ -ن  + ( ٦٠[   ٢   =١٠٠  ن

  )  ن ٥ - ٦٥( ن =  ٢٠٠ )              ٥+  ن ٥ - ٦٠( ن  = ٢٠٠                      

   ٥÷        بالقسمة ٠ = ٢٠٠+  ن ٦٥ - ٢ ن ٥ )                     ٢ ن ٥ - ن ٦٥ = ( ٢٠٠                      

   ٠ ) = ٨ -ن  ) ( ٥ -ن                    ( ٠ = ٤٠+  ن ١٣ -  ٢                         ن 

   ٨= ن       ،       ٥=                                 ن                                            

  مجموع الحدود الثامنة الأولى=  مجموع الحدود الخمسة الأولى 

  ١٠٠=  الأولى ٨جـ =   الأولى ٥جـ 

  ٠= وھذا یعنى أن مجموع الحدود السادس والسابع والثامن 

   د ٧+ أ +  د ٦+ أ +  د ٥+ أ  = ٨ح  + ٧ح  + ٦ح :             الاثبات 

  # صفر     = ٩٠ - ٩٠ = ٥ - × ١٨ + ٣ × ٣=  د ١٨+  أ ٣                                                = 
 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  

 سم  أوجد أطوال أضلاعھ إذا كانت أكبر ٣٠= ابیة وكان محیط المثلث   إذا كونت أضلاع مثلث متتابعة حس♣٥

  )الحـــــل .                                       ( ْ  ١٢٠زوایاه 

   ء  ٢+ أ ، د + أ ،   نفرض أن أطوال أضلاع المثلث ھى  أ ◄       

    ٣٠=      محیط المثلث ˙.˙

   ٣٠=  ء  ٢+ أ + د +  أ + أ .   ˙.

   ٣÷           بالقسمة ٣٠=  د ٣+  أ ٣.  ˙.

  ç   å د   - ١٠=   أ  ï          ١٠= د + أ . ˙.

      بتطبیق قانون جیب التمام فى المثلث  أ ب جـ  

  جتا ب ) ب جـ ) ( أ ب  ( ٢ -  ٢) ب جـ  + ( ٢) أ ب  = ( ٢) أ جـ ( 

  ç   ç  ١٢٠جتا ) د + أ (  أ ٢ -  ٢) د + أ  + ( ٢أ  = ٢)  د ٢+ أ ( 

     : ç   فى  å    بالتعویض من 

   - × ) د +  د - ١٠) (  د - ١٠ ( ٢ - ٢) د +  د - ١٠ + ( ٢)  د - ١٠ = ( ٢)  د ٢+  د - ١٠            ( 
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    ١٢٠

   ١٠× )  د - ١٠ + ( ٢ ) ١٠ + ( ٢)  د - ١٠ = ( ٢) د  + ١٠             ( 

   د ١٠ - ١٠٠ + ١٠٠ + ٢د +  د ٢٠ - ١٠٠ = ٢د +  د ٢٠ + ١٠٠     

   ٤=   د ç   ٢٠٠=  د ٥٠                       

    ٦ = ٤ - ١٠=                            أ 

         #١٤ ، ١٠ ، ٦أضلاع المثلث ھى  .    ˙                      .

 -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- ---  
= وحاصل ضرب الحدین الثانى وقبل الأخیر   ، ٦٦= ھـ  تزایدیة  مجموع الحدین الأول والأخیر .   م ♣٦

  .   أوجد عدد حدود ھذه المتتابعة ١٢٦ومجموع حدودھا   ، ١٢٨

  )الحـــــل ( 

  ç  å ل      - ٦٦=   أ        ç     ٦٦= ل +                           أ 

  ç ç ١٢٨=    أ ل ç    ١٢٨=   ر  ×        أ ر ç      ١٢٨=   ر   ×٢ح   ل  ل
  

 ç   ١٢٨ = ٢ ل- ل ٦٦   ç      ١٢٨= ل )  ل - ٦٦   ( ç  فى  å        وبالتعویض من  

   ٠ = ١٢٨+  ل ٦٦ - ٢ل.   ˙                                          .

   ٠ ) = ٦٤ -ل  ) ( ٢ -ل                 (                               

   ٠ = ٦٤ -       ل ٠ = ٢ -                                              ل 

   ٦٤=                ل ٢=                                                    ل 
  ٢=   ٦٤  =أ   ٦٤=   ٢  =أ   ١٢٨  ١٢٨

  

   ١٢٦ = ن    جـ ˙.˙     ،   ٦٤= ل   ،  ٢= أ .    ˙.أن المتتابعة تزایدیة                      وحیث 

    أ-ر   .˙                       .  ٢ - ر ٦٤    أ-ل ر 
 =

١٢٦  ç   ١٢٦=   ١ -ر  
  

  ١٢٤=  ر ٦٢  ç    ٢ -  ر ٦٤ = ١٢٦ - ر ١٢٦

  ٢= ر .    ˙      .٦٢وبالقسمة للطرفین على 

   )٦٤، ................  ، ٨ ، ٤ ، ٢= ( ھـ . م .     ˙.

  ٦٤ = ١ -ن    أ ر ç  ٦٤= ل  = نح 

      ٦ ٢ = ن ٢     ç    ٦٤ = ١ -ن  + ١ ٢   ç   ٦٤ = ١ -ن  ٢×  ١ ٢

            #٦= ن 

 -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- ---  
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    ١٢١

والنسبة بین مجموع  ن  من حدودھا إلى مجموع    ،  ٦٤= وحدھا الأخیر   ،   ٤= ھـ  حدھا الرابع  .   م ♣٧

  .   أوجد المتتابعة  وعدد حدودھا ١ : ٣٢= ن من مقلوبات ھذه الحدود 

  )الحـــــل ( 

  ç å  ٤ = ٣  أ رç   ٤ = ٤    ح ˙.˙

  ç ç ٦٤ = ١ -ن  أ ر ç ٦٤=     ل ˙.˙

  )ل ، .........  ، ٢أ ر، أ ر ، أ : ( الصورة العامة للمتتابعة الھندسیة ھى     ˙.˙

١  ١  ١  ١  
    ،  أ  : ( المتتابعة الھندسیة لمقلوبات الحدود ھى .   ˙.

  أ ر
  )  ل  ،....  ،   ٢أ ر  ،

  

        ر  =والأساس   ،  أ   =١حیث الحد الأول   ح     ١  ١
  

        ١ -ن ر       ١  ١  
  أ

 ]١  - 
      ١ -ر   =    ١    =  للمقلوبات نجـ .   ˙.        نر      ]ن)   ر  (

      )  ر  (أ       ر  - ١    
  

         )١ -ر  ( نأ ر   =   )١ -ر ( أ   ×  ر  =  للمقلوبات نجـ .   ˙.     )١ -  نر ( ر   ر  ١ - نر 
  

   ١ : ٣٢=    للمقلوبات نجـ   :  ن    جـ ˙.˙           

        ١  =    )١ -ر  ( نأ ر   ÷  ١ -ر .   ˙.    ٣٢   )١ - ن ر( ر   )١ - نر ( أ 
  

        ٣٢=    )١ - نر ( ر  ×  ١ -ر .   ˙.     )١ -ر  ( نأ ر    )١ - نر ( أ 
  

             ç ٣٢ = ١ -ن أ ر ×   أ         ç أ .     ˙     .٦٤÷         بالقسمة ٣٢ = ٦٤×   أ =  

   ٢=  ر ç   ٨ = ٣ رç   ٤ = ٣ ر          å              بالتعویض فى 

   ) ٦٤، ...............  ، ٤ ، ٢ ، ١، =  (      ھـ . م .    ˙                     .

    ٦٤ = ١ -ن  أ ر ç     ٦٤= ل  =  ن                                ح 

                                  ç ×   ٢×     بالضرب ٦٤ = ١ -ن  ٢  

      ٧ ٢ = = ١ -ن  ٢  ç  ١٢٨ = ١ -ن  ٢                                    

                                                  ç ٧ = ١ - ن    ç حدود  ٨=    ن #  

 -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- -- -- --- -- -- --- -- --- -- -- --- -- -- --- -- -- --- -- --- -- --- -- --  
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 ١٢٢

  الثالثالفصل 
  

  
   ھو كل ترتیب یمكن عملھ من مجموعة الاشیاء بأخذ بعضھا أو كلھا -:التبادیل

   إذا أمكن أجراء عملیة بأحدى طرق مختلفة عددھا م وكان لدینا فى الوقت  -:مبدأ العد 
                   نفسھ عملیة أخرى یمكن أجراؤھا بطرق عددھا ن فإن عدد الطرق الممكنة 

  ن ×                 لاجراء العملیتین معا یساوى م  
   -:قوانیین التبادیل 

   ) ١+  ر –ن  ) ..................................... ( ٢ –ن  )( ١ –ن ( ن = ل    )   ١(
  
   ١ × ٢ × ٣× ................... ×  ) ٢ –ن  )( ١ –ن ( ن = ن    =   ل     )   ٢(
  
   ٢ –ن  )   ١ –ن ( ن    = ١ – ن    ن = ن  )   ٣(
  
  ـــــــــــــــــ= ل     )    ٤(

  
   ١=         ،      صفر ١= ل    )    ٥(
  

    ،   ل      ،     ل           أوجد قیمة كلا مما یاتى      ل     ،      ل      ،     ل    
  

                                   
  ١٠=                        ل     ٢٠ = ٤ × ٥ =    ل    

  ١=               ل    ٢١٠ = ٥×  ٦ × ٧ =    ل    

   = ٦ × ٧ × ٨ × ٩=     ل    

  ٦  ،     ٥  ،      ٤              أوجد قیمة كلا من     
  

                               
    ٢٤ = ١ × ٢ × ٣ × ٤  = ٤   

    ١٢٠ = ١ × ٢ × ٣ × ٤ × ٥   = ٥  

    ٧٢٠ = ١ × ٢ × ٣ × ٤ × ٥ × ٦   = ٦  

 التبادیل 

 ن
 ر

 ن
 ن

  ن

  ر –ن 
 ن

 ر
 ن

٠ 
٥ 

٢ 
٧ 

٣ 
٩ 

٤ 

٥ 
٢ 

٧ 
٣ 

٩ 
٤ 

٥ 
٠ 

١٠ 
١ 

٥ 
٠ 

١٠ 
١ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٢٣

              فما قیمة ن٢٠ =  ــــــــــــــ             إذا كان  

  

  

  ٢٠ = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ                    ٢٠=     ـــــــــــــــ  

  

  ٠ ) = ٥+ ن  )( ٤ –ن             ( ٢٠ = )١+ن (   ن 

  ) مرفوض (٥-=            ن ٤=              ن ٠ = ٢٠ –ن  + ٢ن

       فما قیمة ن ٥٠٤٠=            إذا كان    ن 

              

   ............٣ ثم على ٢ ثم على ١ على ٥٠٤٠نقسم 

      حتى یؤول خارج القسمة الى الواحد الصحیح 

   ١ × ٢ × ٣ × ٤ × ٥ × ٦ × ٧=   ن 

   ٧=            ن 

    أوجد ن٦٠=                               إذا كان    ل       ٧٢٠=            إذا كان     ل     

             فما قیمة ر 

   ٣ × ٤ × ٥=                                                                 ل     

  ٥=                                     ن  ٨ × ٩ × ١٠=      ل    

   أوجد ن٩٠=                                                        إذا كان   ل     ٣=          ر 

     فما قیمة ر ٣٠=             إذا كان    ل   

   ٩ × ١٠=                                          ل                              

  ١٠=                                                                ن 

                 ٥ × ٦=    ل    

  ٢= ر 

   ١+ ن 

  ١ –ن 

٠   ٠  
٠ ٠  

٠   ٠ 

   ١+ ن 

  ١ –ن 

   ١ –ن   ن ) ١+ن(

  ١ –        ن 

   @   ــلالحــــــــــــــــ   ?

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

٥٠٤٠  
٥٠٤٠  
٢٥٢٠  
٨٤٠  
٢١٠  
٤٢  
٧  
١ 

١  
٢  
٣  
٤  
٥  
٦  
٧ 

 ر ١٠

 ر ١٠

 ر ٦

٦ 
 ر

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

 ن
   @   الحــــــــــــــــــل   ? ٣

 ن
٢ 

 ن
٢ 

   @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال

 مثال

 مثال

 مثال

 مثال
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 ١٢٤

                    

  

  أخوذة كلھا أو  ھو كل مجموعة یمكن تكوینھا من مجموعة من الاشیاء م-:التوافیق 

                  بعضھا بصرف النظر عن ترتیبھا 

  فمثلا    ق      ھى عدد المجوعات الجزئیة التى كل منھا یتكون من عنصرین والتى یمكن 

   عناصر بصرف النظر عن الترتیب٥                   تكوینھا من مجموعة مكونة من 

  جزئیة التى كل منھا یتكون من عنصرین والتى یمكن أما       ل      ھى عدد المجوعات ال

   عناصر مع مراعاة الترتیب ٥                   تكوینھا من مجموعة مكونة من 

  

       

  

  

  

  

  

  

  

  

  لایجاد النسبة بین حدین غیر متتالیین 

   ١    = × =    ×            =           ـــــــــــ  × ـــ ـــــــ = ـــــــــــ 

  

  ـــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــ 

  

 التوافیق

٥ 
٢ 

٢ 
٥ 

  قوانیین التوافیق 
  
  ـــــــــــــــــــــ= ق    )    ٢(                     ــــــــــــ= ق    )   ١(
  
  
  ق        =    فمثلا    ق     ) قانون التبسیط (ق            =     ق    )    ٣(
  
  ١= ق    =     ق    )     ٤(
  
  ص       + س = ص     أو    ن = ق        فان س =    إذا كان    ق      ) ٥(
  
  =ـــــــــــــــــ = ـــــــــ فمثلا ) قانون النسبة   ( ـــــــــــــــــ =  ــــــــــــــــ)   ٦(

  ل

 ر
 ن

 ن
 ر

 ر
 ن

 ر
  ن

  ر –ر     ن 

 ن ن
  ر –ن  ر

 ن
 ن

 ن
٠ 

٧ 
٥ 

٧ 
٢ 

 ن ن
 ص س

  ق

 ق

 ن

 ن
 ر

  ١ –ر 

   ١+  ر –ن 
      ر

  ق

 ق

٩ 

٩ 
٤ 
٣ 

١ +٤ – ٩  
      ٤ 

٦  
٤ 

   ق

  ق

٨ 
٥ 

٣ ٨ 

٨ 
٥ 

٤ ٨ 

٨ 
٤ 

٣ ٨ 

   ق

  ق

   ق

  ق
٤ – ٨  

٥ 
 ٣ – ٨   

٤ 
٤  
٥ 

٥  
٤ 

  الكبیرق

 الصغیرق

 ن

 ن
   الصغیر– ن 

 الكبیر
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 ١٢٥

  ١٠ لجان كل منھا یتكون من شخصین من بین ٣          بكم طریقة یمكن یمكن انتخاب 

             أشخاص بحیث لا یشترك الشخص فى أكثر من لجنة واحدة ؟ 

  

   طریقة٤٥=           = ق    =    كن أنتخاب اللجنة الاولى بعدد من الطرق یم

بعدد من  للجنة الثانیة ٢ أشخاص ینتخب منھم ٨إذا انتخبنا اثنین للجنة الاولى یتبقى 

   طریقة ٢٨=         = ق   =   الطرق 

   للجنة الثالثة بعدد من الطرق ٢ أشخاص ینتخب منھم ٦وأخیرا یتبقى 

   طریقة١٥=          = ق      =    

  ١٨٩٠٠ = ١٥ × ٢٨ × ٤٥= عدد الطرق التى یمكن بھا اختیار اللجان الثلاث  ∴

   وظائف بھا یشترط أن تشغل سیدتان وظیفتین منھا ٥            أعلنت شركة عن وجود 

  خمسة  سیدات بكم طریقة یمكن أختیار الاشخاص ال٤ رجال ، ٧            فتقدم لھا 

  

  ٣٥=                    = ق   =    رجال بطرق عددھا ٣یمكن أختیار 
  

  ٦ =              = ٢ق=    یمكن أختیار سیدتان بطرق عددھا 

   ٢١٠ = ٦ × ٣٥= عدد الطرق الممكنة لاختیار الاشخاص الخمسة 

  رق للانتخاب  رجلا فما عدد الط١٤ رجل من بین ١١إذا أرید أنتخاب              

  

  

   ٣٦٤                           =  =  ٣ق١٤ =  ١١ ق ١٤= عدد الطرق 

  

            

٩×١٠  
١ × ٢ 

١٠ 
٢ 

٧×٨  
١×٢ 

٨ 
٢ 

٥ × ٦  
١ × ٢ 

٦ 
٢ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

٥ × ٦ × ٧   
١ × ٢ × ٣ 

٧ 
٣ 

٣ × ٤ ٤  
١ × ٢ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

١٢ × ١٣ × ١٤  
١ × ٢ × ٣ 

 @   لحــــــــــــــــــلا   ?

 مثال

 مثال

 مثال
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 ١٢٦

  

  ١٠   ،    ق٠   ،    ق١٧    ،   ق٤  ،    ق  ٣    أوجد قیمة كلا من     ق         

  

  ٧١٥       =  =                     ٤        ق١٢٠ =                        = ٣    ق

  

    =                    = ٣ق =     ١٧   ق

  

  ١ = ١٠                              ق١ = ٠   ق

  
            

  
  
    ن بن قن + .............. +  ٢ – ن  أ٢ ب٢قن+  ١-ن  أ ١ ب١ قن +  نأ = ن)ب+أ ( 
    ن بن قن .............. +  + ٢ – ن  أ٢ ب٢قن+  ١-ن  أ ١ ب١ قن  -  نأ = ن) ب-أ ( 

  حالة خاصة 
  ن سن قن + ................... + ٣ س٣قن + ٢ س٢ قن+  س ١ قن + ١ = ن)س+١(

  نس + ................... + ٣ س٣قن + ٢ س٢ قن+  س ١ قن + ١  =                    
*******************************************************  

   ٥)ب + أ (     أوجد مفكوك         
  حسب قوى أ التصاعدیة ) ٢(حسب قوى أ التنازلیة                ) ١(           

  
  
  حسب قوى أ التنازلیة ) ١(

  ٠  أ٥ ب٥ ق٥+  أ ٤ ب٤ق٥ + ٢ أ٣ ب٣ق٥ + ٣ أ٢ ب٢ق٥ + ٤ ب أ١ق٥ + ٥أ = ٥)ب +أ ( 

   ٥ب+  أ ٤ ب٥+  ٢ أ٣ ب١٠ + ٣ أ٢ ب١٠ + ٤ ب أ٥ + ٥أ             =  
  حسب قوى أ التصاعدیة ) ٢(

   ٥ أ٥ ق٥+  ب ٤ أ٤ ق٥ + ٢ ب٣أ ٣ق٥  +٣ ب٢ أ٢ق٥ + ٤ أ ب١ق٥ + ٥ب = ٥)أ + ب ( 
   ٥أ+   ب ٤ أ٥ + ٢ ب٣ أ١٠ + ٣ ب٢ أ١٠ + ٤ أ ب٥ + ٥ب               = 

  
  

١٠ ١٥ ٢٠ ١٣ ١٠ 

٨ × ٩ × ١٠ ١٠  
١ × ٢ × ٣ 

١٠×١١×١٢×١٣ ١٣  
١ × ٢ × ٣ × ٤ 

١٨×١٩×٢٠ ٢٠ ٢٠  
١ × ٢ × ٣  

١٠ ١٥ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 نظریة ذات الحدین

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٢٧

  
       حسب قوى س التصاعدیة  ٧)س  + ١( وجد مفكوك              أ

  
  
  ٦ س٦ق٧ +٥ س٥ق٧ + ٤ س٤ق٧ + ٣ س٣ق٧ + ٢ س٢ق٧+  س١ق٧ + ١ = ٧)س + ١( 

   ٧ س٧ق٧                      +
  ٧س + ٦س٧ + ٥س٢١ + ٤س٣٥ + ٣س٣٥ + ٢ س٢١+  س ٧ + ١                 = 

*******************************************************  
  

   ٣)ص٣ –س ٢( مفكوك              أوجد 
  
  
  ٣)ص٣-)+ (س٢(٢)ص٣-(٢ق٣ +٢)س٢(١)ص٣-(١ق٣ + ٣)س٢ ( =٣)ص٣ -س٢(

   ص٢٧ – س ٢ ص٥٤ +٢ ص س٣٦ – ٣س٨                    = 
*******************************************************  

  أرقام عشریة  لاربعة ٥)٠٫٩٨(              أوجد 
  
  
  + ...٣)٠٫٠٢- (٣ق٥ +٢)٠٫٠٢-(٢ق٥ +١)٠٫٠٢-(١ق٥ +١ = ٥)٠٫٠٢ – ١( 

 =                    ٠٫٠٠٠٠٠٨ - × ١٠+  ٠٫٠٠٠٤ × ١٠ + ٠٫٠٢- × ٥+١  
                     =٠٫٩٠٣٩ = ٠٫٠٠٠٠٨ -٠٫٠٠٤ + ٠٫١ – ١   

             
  
  
    
  
  

  

  

  

  

  

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

   یعطى من العلاقة ن)ص + س ( الحد العام فى مفكوك 
   ر–ن )الاول(ر)الثانى( رقن=  ١+ر ح

  ر–ن )معامل الاول(ر)معامل الثانى( رقن=  ١+ر معامل ح
 

 مثال

 مثال

 مثال
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 ١٢٨

          

  

   -:عریف المحددت

  

  

  

  

  

   -:أنواع المحددات 

   ١١  ھو یتكون من صف واحد وعمود واحد   أ١ × ١محدد ) ١(

  وھو كالاتى] صفین وعمودین   [ ٢ × ٢محدد من الدرجة ) ٢(

   = ٢ × ٢     مـ

  ]  أعمدة ٣ صفوف ، ٣ [ ٣ × ٣محدد من الدرجة ) ٣(

   = ٣ × ٣ مـ

  

  -:كیفیة إیجاد قیمة المحدد 

   ٢ × ٢إیجاد قیمة المحدد ) أولا (

   ٢١أ × ١٢ أ– ٢٢أ × ١١أ                      = 

  

 المحددات

  د من الدرجة ن یتكون من ن من الصفوف ، ن من الاعمدة وینشأ من حذف المحد 
  من المتغیرات فى ن من المعادلات الخطیة ویكتب رمزیا على الشكل الاتى ) ١ –ن ( 
  
  
ص عأ =                                         نمـ

  ح    ∈  
 ن  ...............  ، ٣ ، ٢ ، ١=                                               ص ، ع 

  ١١أ
  ١٢أ
 ١نأ

  ٢١أ
  ٢٢أ
 ٢نأ

  ١١أ
  ١٢أ
 ١نأ

........... 
........... 
........... 

  ٢١       أ١١أ

 ٢٢       أ١٢أ

  ٣١     أ٢١     أ١١أ
  ٣٢     أ٢٢     أ١٢أ
 ٣٣     أ٢٣     أ١٣أ

  ٢١       أ١١أ

 ٢٢       أ١٢أ
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 ١٢٩

                     كلا من المحددات الاتیة            أوجد قیمة

  

)٢                                                  () ١ (  

  

  )  ٢- × ٥ (– ٤ × ٣= محدد           قیمة ال٢ × ٣ – ٤ × ٥= قیمة المحدد 
 =               ٢٢ = ١٠ + ١٢                             = ١٤ = ٦ – ٢٠  

  
)٤)                                                   (٣ (  

  

  )  ٤- × ٣ (– ١- × ٧=           قیمة المحدد ٠ × ٣ – ٤ × ٠= قیمة المحدد 
 =               ٥ = ١٢+ ٧-                  =               ٠ = ٠ – ٠  

  
)٦)                                                   (٥ (  

  

  )  ٢ × ٣ (– ١- × ٥=           قیمة المحدد ٠ × ٣ – ٤ × ١= قیمة المحدد 
 =               ١١- = ٦ – ٥-                                = ٤ = ٠ – ٤  

   ٣ × ٣إیجاد قیمة المحدد من رتبة ) ثانیا(

      
  

٢          ٥  

٤          ٣   

٢-         ٣  

٤          ٥ 

٠         ٠  

٤          ٣   

٤-         ٧  

١-         ٣   

٠          ١  

٤          ٣   

٢          ٥  

١-          ٣   

  ٣١     أ٢١     أ١١أ
  ٣٢     أ٢٢     أ١٢أ
 ٣٣     أ٢٣     أ١٣أ

 @   الحــــــــــــــــــل   ? @   ـــــــــلالحـــــــــ   ?

 @   الحــــــــــــــــــل   ? @   الحــــــــــــــــــل   ?

 @   الحــــــــــــــــــل   ? @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال
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 ١٣٠

  یمكن الفك باستخدام الصف الاول 
  

          ٣١أ  +             ٢١ أ-             ١١أ=  

  ویمكن الفك بالصف الثانى كالاتى 

           ٣٢ أ-              ٢٢أ             + ١٢ أ-= 

 الفك ٣ × ٣من الافضل عند فك محدد [ صف أو عمود ویمكن الفك بأى 
  ]باستخدام الصف أو العمود المحتوى على أكبر أصفار

  لاحظ إشارات كل عنصر من عناصر
   ٣ × ٣المحدد 

  
  

                أوجد قیمة المحدد 
  
  

  
   ٢  + )          ١- (-             ١= المحدد 

  
 =٣ × ٤ – ٥ × ٢- ( ٢ ) +١ × ٤ – ١- × ٢- ( ١ ) +١×  ٥ – ١- × ٣ ( ١ (   

 ) =-١٢ – ١٠- ( ٢ ) +٤ – ٢ ) + ( ٥ – ٣ (   

 =- ٥٤ - = ٤٤ – ٢ – ٨ - =  ٢٢- × ٢ +٢ – ٨   

********************************************************  

                 أوجد قیمة المحدد 

  

  

  ٣٢   أ٢٢أ
 ٣٣   أ٢٣أ

  ٣٢   أ١٢أ
 ٣٣   أ١٣أ

  ٢٢أ   ١٢أ
 ٢٣   أ١٣أ

  ٣١   أ٢١أ
 ٣٣   أ٣٢أ

  ٣١   أ١١أ
 ٣٣   أ١٣أ

  ٢١   أ١١أ
 ٢٣   أ١٣أ

     +-+      
-    +     -  

     +-+     

 ٢        ١-       ١  
 -١        ٣       ٢  
 ١-       ٥        ٤ 

١       ٣  

١-      ٥ 

-١    ٢  

١-     ٤ 

-٣     ٢  

٥      ٤ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

  س٢قاس        ظا

              قاس١

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٣١

   ١=  س ٢ ظا– س ٢قا=  س ٢ظا × ١ –قاس × قاس = المحدد 

  تذكر أن 

   س ٢قا=  س ٢ظا + ١

   س ٢قتا=  س ٢ظتا + ١

   ١٠=              أوجد مجموعة الحل للمعادلة                            

  

  

  ٠ = ١٠ –س ٢ + ٦- س ٨ – ٢                      س ١٠بفك المحدد ومساواتھ بـ 

  ٠ = ١٦ – س ٦ – ٢      س١٠              =  ) ١- ( +س               

  ٠ ) = ٢+ س  )( ٨ –س                                                           ( 

   ٢-=       س ٨=        س ١٠) =  س ٢ – ٦ ( ١ – ) ٨ –س ( س 

  ما یأتى أوجد قیمة كلا م      ٣               = إذا علم أن             

  

)٢)                                            (١ (  

  

  

   ٣=  ب جـ –             أ ء  ٣                 = 

  

   ء أ ١٢ – جـ ب ١٢=  أ ٦×  ء ٢ – ب ٤× جـ ٣= قیمة المحدد الاول 

   ٣٦- = ٣- × ١٢) =  ء أ –جـ ب  ( ١٢                       = 

  ) ء + ب (  جـ ٧ – ء ٧× ) جـ + أ = ( حدد الثانى قیمة الم

   جـ ء ٧ – جـ ب ٧ - جـ ء  ٧+  أ ء ٧                        = 

   جـ ب ٧ – أ ء ٧                        = 

  ١-     ٠س     
  ٤      س     ٣
١       ٢      ٢ 

  ٤س    

١     ٢ 

      س٣

٢     ٢ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

  أ      ب
 جـ    ء

  أ٦جـ    ٣

 ب٤ء    ٢

  ء+جـ       ب+أ

  ء٧ جـ       ٧

  أ      ب

 جـ    ء

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 المث

 مثال
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 ١٣٢

  ٢١ = ٣ × ٧) =  ب جـ –أ ء  ( ٧                       = 

     

  

  

  

  

  

  

   ٢٦                       =  =فمثلا                          

  

  

    =                                 =                      ١٥  

  

  

  

  

  

*****************************************************  

                أوجد قیمة المحدد 

  

  ر العمود الثانى بأستخدام عناص) ٢        (ثالثباستخدام عناصر الصف ال) ١(

  

  بأستخدام عناصر الصف الثالث ) ١(

 خواص المحددات

فى أى محدد إذا بدلت الصفوف بالاعمدة والاعمدة بالصفوف 
 بنفس ترتیبھا فان قیمة المحدد لا تتغیر 

 )١(خاصیة

٣       ٥  

-٤      ٢ 

٢-       ٥  

٤        ٣ 

٥     ١-    ٣  
٣-      ٢    ٠  
٤     ١-    ٠ 

٠      ٠     ٣  
-١-     ٢    ١  

٤     ٣-      ٥ 

قیمة المحدد لا تتغیر بفكھ عن طریق عناصر أحد صفوفھ أو 
 أحد أعمدتھ 

 )٢(خاصیة

٥     ١-    ٣  
٣-      ٢    ٠  
٤     ١-    ٠ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال
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 ١٣٣

  

  ١٥ = ٢٤+٩-) = ٠ – ٦(٤) +٠ – ٩- ( ١             = ٤)              +١- (-= مـ 

  

  بأستخدام العمود الثانى ) ٢(

  

  )٣- (-                ٢         +   ) ١- (-= مـ 

  

 =١٥ = ٩ – ٢٤ +٠) = ٠ – ٣-(  ٣ ) +٠ – ١٢ ( ٢ ) + ٠ – ٠ ( ١  

  

  

  

  

  فمثلا المحددات 

  صفر =       ،،                          صفر                 = 

  

  

  

  

  

  فمثلا 
  

 =                    -  =                       -  

  

٥      ٣  

٣-    ٠ 

١-    ٣  

٢     ٠ 

٣-    ٠  

٤-    ٠ 

٥     ٣  

٤     ٠ 

٠      ٣  

-١-    ١ 

ا أصفار فإن قیمة كلھ) أى عمود ( إذا كانت عناصر أى صف 
 صفر = المحدد 

 )٣(خاصیة

٠      ٢  

٠      ٥ 

٢-     ٣     ٥  
٠     ٠      ٠  
-٢      ٤    ١ 

فان قیمة المحدد الناتج تساوى ) أو عمودان( إذا تبادل صفان 
  ١-× قیمة المحدد الاصلى مضروبا 

 )٤(خاصیة

١-    ٢    ٣  
٢    ٥    ٤  
-١    ٤   ٣ 

٢     ٥    ٤  
١-    ٢    ٣  
-١     ٤   ٣ 

١-     ٣    ٢  
٢      ٤    ٥  
١     ٣-    ٤ 
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 ١٣٤

  

 =               -   

  

  

         

  

  

  فمثلا 

  صفر                                  = ٠                     =          

  

              

        

  

  

  

  ٥= فمثلا                

  

  =           أو =        أو                 =                          ٣والعكس 

  

  

  صفر                               =         بدون فك أثبت أن               

  

  

٥     ٣  

٤     ١ 
٤      ١  

٥      ٣ 

 صفر= فإن قیمة المحدد ) أو عمودان ( إذا تساوى صفان 

 )٥(خاصیة

١    ٢-   ٣  
٢    ٤    ٥  
١   ٢-    ٣ 

٥      ٢   ٥  
٤     ٣-   ٤  
-١-     ٦  ١ 

  )عمود(امل مشترك ك فى جمیع عناصر أى صف إذا وجد ع
  فان ھذا العامل یمكن أخذه خارج المحدد ویكون 

 المحدد الناتج × ك  = المحدد الاصلى 

 )٦(خاصیة

١٥   ١٠  

-٤    ١ 

٣       ٢  

-٤     ١ 

٥     ٢  

٤     ١ 

١٥     ٦  

٤     ١ 

٥     ٦  

٤     ٣ 
١٥     ٢  

١٢     ١ 

١٥     ٢-       ٣  
٢٠     ١-       ٤  
٣٥     ٦        ٧ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?
 مثال
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 ١٣٥

   عامل مشترك من عناصر العمود الثالث ٥بأخذ 

  

  صفر  = صفر  × ٥                          =  ٥= المحدد 

  

  

              

       

  

  

  

  

  

+                              =                                        

  
  

                                       

+                               =                                        

  

نجمع ) أو الاعمدة( الا فى عناصر أحد الصفوف عند جمع محددین لا یختلفان والعكس 

  ٠ھذان الصفان أو العمودان وبقاء بقیة العناصر كما ھى 

  

  +          أوجد ناتج                           

  

  

٣     ٢-       ٣  
٤     ١-       ٤  
٧      ٦        ٧ 

  -:تحویل محدد الى مجموع محددین 
  )أى عمود(فى أى محدد إذا كتبت جمیع عناصر أى صف 

كمجموع عنصرین فإن قیمة المحدد یمكن كتابتھا 
 ٠كمجموع قیمتى محددین 

 )٧(خاصیة

  ع+ ص   جـ+ س   ب +أ

             م             نل 

ف           ق            ك    

  أ      ب       جـ

  ل      م        ن

 ف     ق       ك    

  س       ص      ع

  ل           م       ن

 ف           ق      ك    

  س       ب            جـ+أ

  ص     م             ن+ل

 ع      ق            ك    +ف

  أ      ب       جـ

       م        نل 

 ف     ق       ك    

  س    ب       جـ

  ص    م        ن

 ع       ق       ك    

٣     ١      ١  
١-    ٢      ٤  
٢ -   ١-     ٣ 

١     ٢      ٤  
١-    ٢      ٤  
٢ -   ١-     ٣ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?
 مثال
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 ١٣٦

  

 =                        +                                

  

  

  

         

  

  

  

  

  فمثلا 

 =                                    =                                   

  

              

  

  

  

   العلیا الصورة المثلثیة

  

 =                                 ٤٢ = ٧ × ٣ × ٢   

  

  

 =                                  ٢٠ = ٤ × ١ × ٥  

٣     ١      ١  
١-    ٢      ٤  
٢ -   ١-     ٣ 

١     ٢      ٤  
١-    ٢      ٤  
٢ -   ١-     ٣ 

٤     ٣      ٥  
١-    ٢      ٤  
٢ -   ١-     ٣ 

فى محدد ) أو عمود( إذا أضیفت لعناصر أى صف 
  أخر) أو عمود(  عناصر أى صف مضاعفات نظائرھا من

 فان قیمة المحدد لا تتغیر 

 )٨(خاصیة

  أ               ب

 جـ             ء

   ب             ب ٢+ أ 

 ء              ء٢+جـ 

  ء٣ –جـ       ب ٣-أ 
 جـ                ء

  قیمة المحدد على الصورة المثلثیة تساوى حاصل ضرب 
 عناصر القطر الرئیسى 

 )٩(خاصیة

٠        ٠       ٢  

٠        ٣       ٥  

٧        ١       ٤ 
٢           ٣        ٥  

٧           ١        ٠  

٤           ٠        ٠ 
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 ١٣٧

  

  یمكن تحویل أى محدد الى الصورة المثلثیة وبالتالى یسھل أیجاد) ٨(بأستخدام خاصیة 

  قیمتھ بدون فكھ 

  ن             بدون فك المحدد إثبت ا

   ٢) أ –ب ) (  أ٢+ب  = (                                                                          

  

  

  )  أ ٢+ ب                               = ( = المحدد 

  

  

   ٢) أ –ب )(  أ ٢+ ب                              = ( )  أ ٢+ ب = ( 

  

  

          بدون فك المحدد إثبت أن       

         )     أ -جـ )( جـ–ب )( ب-أ                                                                              = (

  

  

  

 = =                            =                                  

  

  

  

         ) أ -جـ )(  أ –ب = (                         )  أ -جـ ) (  أ –ب = ( 

 ملاحظة ھامة

  ب        أ           أ
  أ         ب          أ
 أ          أ          ب

  أ      أ        أ٢+ب
  أ     ب       أ٢+ب
 أ     أ        ب٢+ب
 ٣ع + ٢ع + ١ع = ١ع

          أ           أ١
           ب          أ١
          أ          ب١

         أ            أ١
  ٠ أ       -      ب٠
  أ-     ب ٠        ٠
  ١ ص– ٢ص = ٢ص
 ١ ص– ٣ص = ٣ص

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

١       ١      ١  

    ب       جـأ      

 ٢      جـ٢      ب٢أ

  ٢       أ        أ١
  ٢       ب      ب١
  ٢       جـ     جـ١

  ٢      أ          أ١
  ٢ أ– ٢ أ    ب–    ب ٠
    ٢ أ– ٢ أ    جـ-    جـ ٠

  ٢      أ                  أ١
  )أ + ب )( أ –ب ( أ    –    ب ٠
 )أ+ جـ )(  أ -جـ (  أ    -    جـ ٠

  ٢    أ      أ١
  أ+     ب ١   ٠
 أ+     جـ١   ٠

  ٢    أ      أ١
  أ+     ب ١   ٠
  ب-    جـ ٠   ٠

  ١ ص– ٢ص = ٢ص
 ١ ص– ٣ص = ٣ص

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٣٨

  

  

  )  جـ –ب  ( -× )  أ -جـ ) (  ب –أ  ( -) =  ب -جـ ) (  أ -جـ ) (  أ –ب = ( 
  ) أ -جـ ) (  جـ –ب )(  ب –أ = ( 

    ) أ-جـ )(جـ –ب)( ب–أ  ( -    =          بدون فك إثبت أن                                        

  

  

  

                                                   = المحدد 

  

                               )  جـ–ب ) ( ب–أ = ( 

  

  

  ) جـ –ب ) (  ب –أ  = ( 

  

  ) أ -جـ )(  جـ –ب ) (  ب –أ  ( -) =  جـ–أ ) (  جـ–ب ) (  ب –أ = ( 

         

  ) ب–س)( أ–س )(ب + أ +س                       = (          بدون فك إثبت أن              

  

  ) ب + أ + س                                        = ( = 

  

  

  ) ب + أ + س = ( 

  ٢عامل مشترك من ص)  أ –ب ( بأخذ 
 ٢ ص– ٣ص = ٣ص ٣عامل مشترك  من ص)  أ -جـ (بأخذ 

١        ١           ١  
  ب    +أ   أ+ جـ    جـ +ب

 ب جـ       جـ أ      أ ب

 ٠                ٠               ١  
   جـ – ب         ب –جـ      أ + ب 

 ) جـ–ب ( أ )   ب–أ (  ب جـ      جـ 
٠     ٠           ١  

  ١    ١جـ    + ب 
 ب جـ        جـ     أ

٠         ٠           ١  

  ٠        ١جـ    + ب 

  جـ-ب جـ        جـ     أ

  ١ ع– ٢ع = ٢ع
 ٢ ع– ٣ع = ٣ع

 ٢ ع– ٣ع = ٣ع

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

  س      أ       ب 
  أ        س     ب
 أ        ب     س

  ب       أ       ب + أ + س 
  ب       س     ب+ أ + س 
 ب       ب     س+ أ + س 

        أ       ب ١
        س     ب١
        ب     س١

            أ               ب١
  ٠ أ          –       س ٠
  ب – أ       س –       ب ٠

  ١ أ ع– ٢ع = ٢ع
 ١ ب ع– ٣ع = ٣ع

 مثال

 مثال
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 ١٣٩

  

  ) ب–س )( أ–س )( ب+ أ + س                                        =( ) ب + أ + س = ( 

  

  ٣جـ + ٢ب+ أ =             بدون فك إثبت أن                               

  

  

  

                                  =  

  

  

 =                                                  

  

   ٣جـ + ٢ب+ أ                        = 

         ٢) ص –س                                 = (  أن بدون فك إثبت              

  

  

  

 =                                                 

  

  

  )  س –ص ) (  س –ص = ( 

  

  

٠              ٠          ١  
  ٠ أ          –       س ٠
  ب – أ       س –       ب ٠

   جـ- ب     -أ      
  ٠        ١ب      

 ١        ٠    ٢جـ

   جـ-      ٠    ٢ب+أ
  ٠        ١ب        

 ١        ٠      ٢جـ
 ٢ب ص + ١ص = ١ص

 ٢جـ ص + ١ص = ١ص
   جـ-      ٠   ٣جـ + ٢ب+أ

  ٠        ١ب                
 ١        ٠               ٢جـ

  س       س٢      ١
  ص      ص٢      ١
 ص   ص +     س١

  ١ ص– ٢ص = ٢ص
 ١ ص– ٣ص = ٣ص

  س          س٢            ١
   س–ص )    س-ص(٢        ٠
  س – س     ص –         ص ٠

  س        س٢       ١
١          ٢         ٠  
١          ١         ٠ 

  ١ ٢     ص– ٣ص = ٣ص
٢ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٤٠

  

   × ٢ × ١ × ٢) س –ص                                       = (  ٢) س –ص = ( 

  

  ٢) ص –س  = ( ٢) س –ص = (            

  )ع + ص + س + أ  ( ٢أ                               =                      بدون فك إثبت أن 

  

  

  

 =                                             

  

  

  ) ع + ص + س + أ ( 

  

  )ع + ص + س + أ  ( ٢أ       =                    ) ع + ص + س + أ = ( 

  

   ١        =       بدون فك إثبت أن                                         

  

  

 =                                            =                                        ١   

  

   

  

  

  س        س٢       ١
١          ٢         ٠  
١          ٠         ٠  

٢ 

١  
٢ 

  س      ص          ع+ أ 
  ص      ع+  س         أ 

ع    +  س           ص       أ 

  ع      ص          ع+ ص + س + أ 
  ص      ع+ ع    أ + ص + س +  أ 
 ع    + ع      ص       أ + ص + س + أ  

 ٣ع+٢ع+١ع = ١ع

              ص             ع١
  ص           ع+          أ ١
 ع+             ص        أ ١

         ص     ع١
  ٠         أ       ٠
        أ ٠        ٠

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

            ب             جـ١
         ب جـ٢ب + ١ب      

 ٢جـ + ١جـ        ب جـ       

  ١ ب ع– ٢ع = ٢ع
 ١ جـ ع– ٣ع = ٣ع

٠           ٠            ١  
  ٠          ١ب            
  ١          ٠جـ            

 @   الحــــــــــــــــــل   ?
 مثال

 مثال
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 ١٤١

  

             بأستخدام خصائص المحددات إثبت أن     

  

  س  ٢  =                                                                     

  

  

  

 =                                        

  

  

  س٢                     = س ٢=                                    س ٢= 

  

  

    بأستخدام طریقة كرامر أوجد مجموعة الحل للمعادلتین          

   ٠=  س ٨+  س ٢                  ،، ١=  ص ٣+س            

  

   ٢ = ٦ – ٨ = ٢ × ٣ – ٨ × ١            = = نوجد محدد المعاملات        
  

   ٨ = ٠ – ٨            =  = س=      نوجد محدد س 
  

   ٢ = ٦ – ٨ =            = ص=      نوجد محدد ص 
  

  ١ = ــــ= ـــــــــ =             ص ٤= ـــــ  = ــــــــــ= س 

  } ) ١ ، ٤( { =  ح ٠                                   م 

  أ          ب       جـ
  ء         ھـ       و

١        ١        ١ 

  ١ أ            –ء س        ء س + أ 
  ١ ب          –ھـ س     ھـ س + ب 
 ١ جـ          –و س      و س + جـ 

  ١ ء س     ٢ء س       + أ 
  ١ھـ س     ٢ھـ س     + ب 
 ١و س     ٢و س      + جـ 

  ١ء س        ء     + أ 
  ١ھـ س     ھـ     + ب 
 ١     و س      و + جـ 

  ١أ      ء     
  ١ب    ھـ    
 ١جـ     و    

  أ      ب    جـ
  ء     ھـ     و

١     ١     ١ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?
 ١ع + ٢ع = ٢ع

٣    ١  
٨    ٢ 

٣    ١  
٨    ٠ 
٣    ١  
٨    ٢ 

  س
 

٨  
٢ 

  ص
 

٢  
٢ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?

 مثال

 مثال
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 ١٤٢

               بأستخدام طریقة كرامر أوجد مجموعة الحل للمعادلات الاتیة

  ١-= ع ٢+ ص ٥ –س ٣ ، ٥= ع -ص٣+س٢   ، ٢= ع +  ص –           س 

  

  

 =      =                ١)                + ١- (-             ١   

  

) =    ١١- = ١٩ – ٧ + ١) = ٩ – ١٠- ) + ( ٣ + ٤ ) + ( ٥ – ٦  

  

 =                 =     ١)                + ١- (-             ٢   

  

 = ١١- = ٢٢ – ٩ +٢) = ٣ +٢٥- ) + (١ – ١٠ ) + ( ٥ – ٦ ( ٢  

  

     =      =            ١               +    ٢  -             ١   

  

 ) =٢٢- = ١٧ – ١٤ – ٩ ) = ١٥ – ٢- ) + ( ٣ +٤ ( ٢ – ) ١ – ١٠  

  

 =                 =     ٢)                + ١- (-             ١   

  

 ) =-٣٣- = ٣٨ – ١٧- ٢٢ ) = ٩ – ١٠- ( ٢) + ١٥ – ٢- ) + ( ٢٥+٣  

  ٢= ــــــــ = ـــــــــ =                ص ١= ـــــــــ = ـــــــــ = س 

  

  ٣= ـــــــــ = ــــــــ = ع 

  })  ٣ ، ٢ ، ١( { =  ح ٠   م                           

١   ١-   ١  
١-   ٣    ٢  
٢    ٥-   ٣ 

١-    ٣  
-٢    ٥ 

١-     ٢  
٢      ٣ 

٣     ٢  
٥-    ٣ 

١   ١-   ٢  
١-   ٣    ٥  
-٢    ٥-  ١ 

١-    ٣  
-٢    ٥ 

١-     ٥  
-٢      ١ 

٣     ٥  
-٥-   ١ 

١    ٢    ١  
١-   ٥    ٢  
٢    ١-   ٣ 

١-    ٥  
-٢    ١ 

١-     ٢  
٢      ٣ 

٥     ٢  
١-    ٣ 

٢   ١-   ١  
٥    ٣    ٢  
١-   ٥-   ٣ 

٥     ٣  
-١-   ٥ 

٥      ٢  
١-      ٣ 

٣     ٢  
٥-    ٣ 

 س

 ص

 ع

 س

 ع

  ١١- ص
-١١ 

-٢٢  
-١١ 

-٣٣  
-١١ 

 @   الحــــــــــــــــــل   ?
 مثال
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 ١٤٣

  تاالمصفوف
  . توضع بین قوسین) رأسیة(وأعمدة )أفقیة ( ت في شكل صفوف ھي تنظیم للبیانا:  تعریف المصفوفة

  : مثل 
                            =    ،  ج =                                                   ،  ب   =  أ 
    
  

   ن = عدد الأعمدة  ، م = عدد صفوف المصفوفة كان إذا : وفةنظم المصف
      ن×تكون المصفوفة علي النظم م                                   ـ  

      ٣ ×١  ، ج علي النظم ٢×٢   ، المصفوفة ب علي النظم ٣ × ٢ ـ المصفوفة أ علي النظم 
     ........ )  س ، ص  ، ج  ب ،  ،  أ (لمصفوفة بأي حرف كبیر نرمز ل:  ـ تسمیة المصفوفة

   ثلاجات ٣ مراوح ، ٦ خلاطات ، ٥محلان لبیع الأدوات الكھربیة في أحد الأیام باع المحل الأول  : مثال
   ٣×٢ ثلاجات ـ أكتب مصفوفة المبیعات س علي النظم٣ مراوح ، ٩ خلاطات ، ٤ـ و باع المحل الثاني 

                 المحل الأول                       ـ  :الحل
      ..  المحل الثاني  =                                          س

  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :  موقع العناصر في المصفوفة* 

     العمود ع  ، ھو العنصر الذي یقع في الصف ص   )   ص عأ(     ـ في المصفوفة  أ یكون العنصر 
  إذا كانت : مثال 

  ..  ١ ٣ ،  أ  ٢ ٢ ، أ    ٢ ٣  ،  أ ٢١أ  أوجد                            ـ أكتب نظم  أ  ثم =  أ                    
   :الحل 
      ٢- =  ١ ٣أ   ،    ٩=   ٢ ٢، أ      ٥ =  ٢ ٣أ  ،    ٣  = ٢١أ  ،      ٣ × ٣ھو   أ    ـ  نظم

   

      :. بعض المصفوفات الخاصة * 
     ١ = م: ھي المصفوفة التي تتكون من صف واحد و أي عدد من الأعمدة :  ـ مصفوفة الصف١

    ٣ × ١علي النظم  =                            س  مثل  
: ھي المصفوفة التي تتكون من أي عدد من الصفوف و عمود واحد فقط :  ـ مصفوفة العمود٢
    ١=ن

   مثل 
  =                       ،    ل           =            ص 

  
  
  ن   = م : عدد الأعمدة  = ھا عدد الصفوف المصفوفة التي فی:  ـ المصفوفة المربعة٣

  

           مستطیل صغیر       رمزھا  : المصفوفة التي كل عناصرھا أصفار  :  ـ المصفوفة الصفریة٤
  

              =               ،  =                         مثل         

٢  ٣   ٧  
١   ٠   ٦ 

٣      ٩    
-٥  ٠   ١ ١      ٢  

٣  ٦   ٥  
٣   ٩   ٤ 

٤  ٣   ٧  
٦   ٩   ١    
-٠   ٥   ٢ 

٥  ٧   ١  

٩   
٠  
٦  

٠  ٠   ٠    
٠  ٠   ٠   

٢   
٥  

٠   
٠  
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 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ١٤٤

  
 صفوف عمدة  و الأ. أعمدة  صفوفالإذا جعلنا  ن × ي مصفوفة أ علي النظم م لأ : ر المصفوفةمدوّ 

    .. م   × و تكون علي النظم ن )  مدأ (  و رمزھا  ] أ[  فإننا نحصل علي مدور المصفوفة 
      أ = مد ) مدأ ( :    ملاحظة *  
  

  ـ :مثال 
     مد ، ج مد ، بمد        أوجد  أ =             ، ج =                    ، ب =                        إذا كانت  أ 

    : الحل
    

  
     ...........  =           مد، ج  =                         مد                    ، ب  = مد أ 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ـ تتساوي المصفوفتان أ ، ب  إذا كان      ـ:تساوي مصفوفتین * 
       ..  ص ع ب  = ص عأ كل عنصر في أ یساوي نظیره في ب  أي أن  ] ٢[         نفس النظملھما] ١[ 

  
                 أوجد  س  ، ص  ، ع   =                            إذا كانت  :١مثال

  
         ٤=   ،  ع     ٥=   ،  ص    ٢= س :.    من التساوي ـ  :الحل

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ـ إذا كانت                                                  ٢
  

    د ، ھـ  ، أوجد  جـ                                    =                       
  ـ  :الحل

    ٣= جـ Ù  ٦=  جـ ٢  :. ٢ ، ١بجمع  ] ٢ .... [١= د + ،  جـ ]  ١...[   ٥ =  د - جـ: من التساوي  
     ٧= ھـ    ،  من التساوي       ٢-=   د Ù  ١= د  + ٣    ] ٢[  ، من 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
    . تتحقق المساواة الأتیة س ، ص لا یمكن أن ـ إثبت أنھ لجمیع قیم  ٣ 

  
      
    =                                                            

  
  

    ٤= ص      ،  ٥= س :  ـ من التساوي  :الحل
  )  ٣ (  ٤= ص +  س  من التساوي    ،

     ٤ ≠ ٩ = ٤+٥=  ص +  یكون  س    لكن بالتعویض عن قیم س ، ص 
     .. ن التساويك  لا یم∴)  ٣( المعادلة ان  أي أن س ، ص لا تحقق

١  ٢   ٣    
٤  ٠   ٥   

١  ٢   ٣  
٤  ٠   ٥  
-٨  ٦   ١  

٩  ٦   ٣    

٥   ٣  
٠   ٢  
٤   ١  

١-  ٥   ٣  
٦  ٠   ٢  
٨   ٤   ١  

٣  
٦  
٩  

٠  ٢   ٧    
  ع   ٣   ٥

  ٠ س     ٧
  ٤  ٣ص  

  ١   ٢   س
٤   ٣    ٨  

  ٢-   ص   ٠

١     ٢     ٥  
  ص+   س٣    ٨ 

٢-     ٤    ٠  

   د-جـ   ٣
١     ٢  

  ٤ھـ     

٥     ٣  
  د+     جـ٢
٤      ٧  
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 ١٤٥

  ـ  :العملیات علي المصفوفات  
 نفس النظم و یكون ا علي نمصفوفتین لابد و أن یكو) أو طرح ( لجمع ـ  : أولاً الجمع و الطرح

     ..ظرة فیھما متناالعناصر ال) أو طرح ( الناتج عن طریق جمع 
  
  

   ب     +   أ  أوجد=                                        ،  ب   = إذا كانت    أ : ١مثال
  

   :.  الحل
  .     .و ذلك بجمع العناصر المتناظرة فیھما   =                  ب +   أ 

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

   
      مدب+ أوجد   أ =                      ،  ب =                 ـ إذا كانت  أ ٢

  ـ  :الحل
  

     =                 +                  =                      مدب +   أ 
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
   ..   یمكن الإثبات من المثال السابق   :  مدب  + مدأ  = مد)ب + أ (  ] ١[:   ھامةات ملاحظ*  
   صفر   ≠ حیث  ك  یمكن ضرب أي مصفوفة في أي عدد مثل   ك ] ٢                             [  

   ) =  أ -+ ( حیث  أ ب)  أ -( ھو ) أ ( المعكوس الجمعي للمصفوفة ] ٣                               [
  أ    +            =  أ  ،   أ + ب = ب + أ ] ٤                               [

  ـــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ـ إذا كانت ٣

  ص   ٢ -س٣                         أوجد    =                      ،  ص  =                 س 
  

  ـ  :الحل
  
                        =                    + ٢ -                    ٣= ص ٢ –س ٣ 

  
  
   

  =                                                 
  

   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  إذا كانت   : تمرین

  
   إن أمكن    مد ب+ ب  ،  أ + أ ٣ب  ، ٤ -أ : أوجد                       =  ،  ب                       =    أ 

٥   ٣  
٠   ٢  
٤   ١  

٠   ٢  
١-    ٧  
٦   ١  

٥   ٥  
١-    ٩  
١٠   ٢  

٧   ١  
٤   ٢  

     

٣-    ٠  
٦   ٥  

     
٧   ١  
٤   ٢  

     

٥   ٠  
-٦   ٣  

     

١٢   ١  
-١٠   ١  

     

٠   ٢    ١  
٣   ٠    ٢   
     

٢   ١-    ٤  
١-   ١    ٧   
     

٠   ٢    ١  
٣   ٠    ٢   
     

٢   ١-    ٤  
١-   ١    ٧   
     

٠   ٦    ٣  
٩   ٠    ٦   
     

-٤-   ٢      ٨  
-٢    ٢-   ١٤   

     

-٤-     ٨    ٥  
-١١    ٢-    ٨  

     

١   ٢    ٤  
٤   ٧    ٢   
     

 ٢   ٠    ١  
-٣   ٤    ١   
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 ١٤٦

  ـ إذا كانت ٤
  أ   ٣ = مدس+ ب ٢أوجد المصفوفة س بحیث =                     ،  ب =                                      أ 

  
   ـ  :الحل
                       ٢ -                    ٣= ب  ٢ -  أ ٣ = مد   سÙ أ   ٣ = مدس+ ب ٢ :.   

  
      
                                                        =  - =                       مدس  :. 

  
  

                              #  =   س Ùس    = مد ) مدس  :. ( 
  

   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                            ــــ       ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ـ إذا كانت ٥

    أ                              فأوجد+                       =مد   أ ٢                
  ـ  :الحل

     
              أكمل=                    مد أ Ù =                                         -  =                     مد أ ٢
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  إذا كانت   ) ھام(ـ ٦

                    فأوجد المصفوفة س بحیث= ،  ب =                                      أ 
  
     مد س٣ -ب ٢=   س - مد أ ٣   

       مد أ ٣ -  ب ٢=  س - مدس٣ ∴    مد س٣ -ب ٢=   س -  مد أ ٣  :. ـ  :الحل
  
                          -                                   = ٣ -                ٢=  س - مد س٣ ∴ 

  
    

   بتدویر الطرفین  )   ١=                     ....... ( س -  مد س٣  ∴ 
  
    

    ٣× ) ٢(، بضرب المعادلة )  ٢                    ......... (  = مد س- س ٣ ∴
  
  
      /)٢(و   )   ١(بجمع    :  /)٢ =                      ........ ( مد س ٣ -س  ٩  ∴ 

  
  

  =                                   س Ù                  +                   =                  =  س ٨ ∴

٥   ١    ٢   
-٤   ٣    ٢  

٣-   ٠    ١ 
٤   ١-    ٥  

٥   ١    ٢   
-٤   ٣    ٢  

٣-   ٠    ١ 
٤   ١-    ٥  

   ١٥   ٣    ٦ 
-١٢   ٩    ٦  

   ٦-  ٠      ٢ 
٨   ٢-    ١٠  

  ٢١   ٣       ٤  
-٤   ١١   ١٦  

   ١٦-    ٤ 
   ١١     ٣ 
  ٤     ٢١    
  

٠   ٢    ١   
٤   ٧-    ٥  

٠   ٠    ٠   
٠   ٠   ٠  

٠   ٢    ١   
٤   ٧-    ٥  

-٠   ٢-    ١
-٤-   ٧    ٥

٣-    ٤   
-١-    ٢   

٠     ٥   
-٢-    ٣   

-٠   ١-    ١/٢  
-٢-   ٧/٢    ٥/٢  

  

٠     ٥   
-٢-    ٣   

٢-     ٤   
-١-    ٣   

٠     ١٠   
-٤-    ٦   

٦-    ١٢   
-٣-    ٩   

-٦     ٢   
١-    ٣   

-٣     ٢   
١-    ٦   

-٩     ٦   
٣-    ١٨   

-٦     ٢   
١-    ٣   

-٩     ٦   
٣-    ١٨   

-١٥    ٨   
٤-    ٢١   

   - ٨ /١٥        ١  
١/٢-       ٨ /٢١  
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 ١٤٧

  ر×  النظم نن ، ب مصفوفة علي×  إذا كانت أ مصفوفة علي النظم م ـ: ضرب المصفوفات 
    ) ر × م ( و یكون الناتج مصفوفة علي النظم   ب×   فإنھ یمكن ضرب  أ 

  ]  تساوي الوسطین [  ..  عدد صفوف الثانیة = عدد أعمدة الأولي : ـ شرط ضرب مصفوفتین 
  ] نظم الطرفین [  ..  عدد أعمدة الثانیة × عدد صفوف الأولي = ـ  نظم المصفوفة الناتجة 

  
   ب أ   ـ فأوجد  أ ب    ، =                                               ،   ب   =   أ ـ:١مثال

  
  ـ    :الحل

             =                                       =                                        =      أ ب 
  
   
  ] حذف الوسطین[  ٢ × ٢ أ ب علي النظم ،  ٢ × ٣م ، ب علي النظ ٣ × ٢أ علي النظم :  لاحظ أنـ 
  

                                                                  =                                       =  =  ب أ 
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ـ إذا كانت ٢

  أ ج  + أ ب ) = ج+ب(                 ـ إثبت أن  أ = ، ج =                 ، ب=                            أ  
   ـ  :الحل

  
  )١(                     =        =                                   +                               ) = ج + ب ( أ   :. 

  
  
  

                                  +                                    = ب ج + أ ب  :. 
  
  

  أ ج     + أ ب ) = ج+ب(  أ ∴  )٢(                        =                 +                           = 
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :  ملاحظات ھامة جداً 
      ]حیث  أ  مصفوفة مربعة [       ٢ أ × ٢أ = ٤ ،  أأ × أ  = ٢أ ـ  ٢         مد  أ مدب  = مد)أ ب ( ـ  ١
    ) I ( مصفوفة الوحدةـ ٣
   .أصفار  ، و باقي العناصر ١=  ھي مصفوفة  مربعة عناصر القطر الرئیسي فیھا ـ 
  
  

                        ..............  = I =   ،                   I  مثل 
  
  

 ١    ٣    ٢   
٢   ١   ١  

١    ٢  
٤   ٢  
١   ٣  

 ١    ٣    ٢   
٢   ١   ١  

١    ٢  
٤   ٢  
١   ٣  

١+١٢+٢        ٣+٦+٤  
٢+٤+١        ٦+٢+٢  

   ١٥    ١٣  
٧     ١٠  

  

١    ٢  
٤   ٢  
١   ٣  

 ١    ٣    ٢   
٢   ١   ١  

  ٢+٢     ١+٦     ١+٤   
 ٨+٢     ٤+٦      ٤+٤   
 ٢+٣      ١+٩      ١+٦  

 ٤     ٧    ٥   
١٠   ١٠   ٨   
  ٥   ١٠   ٧  

١-    ٢  
٠    ٣  

٢-    ٣  
١    ٤  

٥    ١  
-١-   ٢  

١-    ٢  
٠    ٣  

٢-    ٣  
١    ٤  

٥    ١  
-١-   ٢  

١-    ٢  
٠    ٣  

٣    ٤  
٠    ٢  

٦   ٦  
٩  ١٢  

١-    ٢  
٠    ٣  

٢-    ٣  
١    ٤  

٢-    ٣  
١    ٤  

٥    ١  
-١-   ٢  

٥-    ٢  
٦-    ٩  

١١    ٤  
١٥    ٣  

٦   ٦  
٩  ١٢  

٠   ١  
١  ٠  

٠   ٠   ١  
٠   ١    ٠   
 ١   ٠   ٠  
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 ١٤٨

            أ = أ  ×  I =  I× ـ  أ ٤
  
  ـ إذا كانت  ٣

   ب  ٣ -  ٢             ـ فأوجد قیمة  أ=  ، ب=                      أ 
  

  ـ  :الحل
  =                            =   أ × أ   = ٢أ      :.  

  
  
                                     = ٣ -=                  ب ٣ - ٢ أ  ∴ 

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  إذا كانت ـ ٤
     ٤               فأوجد    أ  =              أ   

  ـ   :الحل
   =                            =               أ  × أ  = ٢أ              :. 

  
    
                                                              =   = ٢أ × ٢أ = ٤ أ

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ـ إذا كانت  ٥

     =             ٢I+  أ ٥ - ٢أ:   ـ فإثبت أن  =                                   أ 
  ـ  :الحل 

  
                                                              = = ٢أ  :.  

  
  
  

                    ٢                  + ٥ -  =                   ٢I+  أ ٥ - ٢  أ∴
  
  

                    =                      -            =                   +                                  =         #  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

١   ٣  
٥   ٢  

-٠   ٢  
٨   ٥  

١   ٣  
٥   ٢  

١   ٣  
٥   ٢  

٨   ١١  
٢٧   ١٦  

٨   ١١  
٢٧   ١٦  

-٠   ٢  
٨   ٥  

٨    ١٧  
٣      ١  

١   ٢  
٥   ٠  

١   ٢  
٥   ٠  

١   ٢  
٥   ٠  

٧     ٤  
 ٢٥    ٠  

٧     ٤  
 ٢٥    ٠  

٧     ٤  
 ٢٥    ٠  

٢٠٣     ١٦  
 ٦٢٥    ٠  

١-     ٢  
 -٣    ٤  

١-     ٢  
 -٣    ٤  

١-     ٢  
 -٣    ٤  

٥-     ٨  
 -١٣    ٢٠  

٥-     ٨  
 -١٣    ٢٠  

١-     ٢  
 -٣    ٤  

٠     ١  
  ١    ٠  

٥-     ٨  
 -١٣    ٢٠  

٥-     ١٠  
 -١٥    ٢٠  

٠     ٢  
  ٢    ٠  

٠     ٠  
  ٠    ٠  
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 ١٤٩

 البرمجة الخطـــیة 
  
  

  ..  حل متباینات الدرجة الأولي في متغیر واحدـ 
  . ـ أوجد مجموعة حل المتباینات الأتیة في ح و مثل الحل علي خط الأعداد 

    ١١ ≤ ٣+  س ٤ < ٥-) ٣                    (٧ ≤ ٥+  س ٢) ٢                 (٢   ≥ ٤ - س ٣) ١(
  ـ  :الحل
    ٣ - ١١ ≤ س ٤ < ٣ - ٥ -                         ٥ - ٧ ≤ س ٢                              ٤+٢ ≥ س ٣
   ٤÷    ، ٨ ≤ س ٤ < ٨ -                      ٢÷  ؛ ٢ ≤ س ٢                         ٣÷    ، ٦ ≥س ٣

   ٢ ≤س  < ٢ -  ∴                                ١ ≤ س ∴                                ٢ ≥ س ∴
   ]   ٢ ، ٢ -= ] م ح  ]                       ١ ، ∞ - ] = م ح  [                           ∞، ٢= [ م ح 

  
   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ـ : حل متباینة الدرجة الأولي في متغیرینـ 
     ٦> ص + س ٢: ـ حل المتباینة ١

 و ذلك بالتعویض بأي قیمتین لـ س و نحسب قیم ص ٦= ص +س٢: ـ نرسم المستقیم الحدي  :الحل
   و نحسب س ٠=   و نحسب ص  ثم نضع ص ٠= المناظرة لھا ـ و یفضل وضع س 

   ـ نعوض بنقطة تقع في كل منھما و التي تحقق ٢  ، ف١ن ف ـ المستقیم یقسم المستوي إلي جزئی
   ) ٠،٠(المتباینة یكون عندھا الحل و یفضل التعویض بنقطة الأصل 

  یكون المستقیم متقطع ] > أ، < [ إذا كانت علامة التباین :  ملاحظة
  .یكون الخط متصل  ] ≤ أ،  ≥[    ـ إذا كانت علامة التباین 

  مر بالنقطتین   ی٦= ص  +س٢: ل :. 
 )٠ ، ٣( ،  )  ٦ ، ٠ (    

   ٦> ص  +س٢لا تحقق المتباینة  ) ٠ ، ٠( النقطة  :. 
     ..  الحل ھو المنطقة المظللة ∴ 

  
  

   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
   ٢- ≥ـ حل المتباینة س ٢

   یمثلھ خط مستقیم ٢- = س : دي ل المستقیم  الحـ  :الحل
    )   ٠ ، ٢-( یوازي محور الصادات و یمر بالنقطة 

    ٢- ≥نقطة الأصل تحقق المتباینة  س :. 
  ...  الحل ھو المنطقة المظللة ∴   ٢- ≥ ٠  حیث 
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 ١٥٠

   ٢ ≤ـ حل المتباینة  ص ٣
   ٢= ص :  المستقیم الحدي  ل ـ  :الحل

  ر السینات یمثلھ خط مستقیم یوازي محو
   ) ٢ ، ٠( و یمر یالنقطة 

    لأن ٢< تحقق المتیاینة ص ) ٠،٠( ـ النقطة 
  ..  الحل ھو المنطقة المظللة ∴  ٢ < ٠ 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
    ٦ ≥ص ٣+ س٢حل المتباینة ـ ٤

   یمر ٦= ص ٣+ س ٢: ـ المستقیم الحدي  ل  :الحل
   ) ٠، ٣( ،  ) ٢، ٠( بالنقط 

  لا تحقق المتباینة  ) ٠،٠( النقطة  :. 
   ٦ < ٠+٠   لأن ٦ ≥ص ٣+س٢
  ..  الحل ھو المنطقة المظللة ∴ 

  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
    .. ین أو أكثر من الدرجة الأولي في متغیرینالحل البیاني لمتباینت

     ١- ≥     ،     ص ٤ ≥ص  +س٢حل المتباینتین  : ١ ـ مثال
  .. نحل المتباینتین بیانیاً في نفس الشكل فیكون الحل ھو منطقة التقاطع ـ   :الحل

  )  ٠، ٢( ،  )  ٤ ، ٠(   یمر بـ ٤= ص + س ٢ : ١ل :. 
  ) ١-، ٠(  السینات و یمر بـ   یوازي محور١-= ص  : ٢ ، ل

   
  ـ لاحظ أن الحل ھو المنطقة التي تحل

  كل من المتباینتین معاً  
  تحقق كل من المتباینتین ) ٢، ٣( النقطة :. 

  ..  الحل ھو المنطقة المظللة ∴ 
  
  
  
  
  
  

 ١ل

 ٢ل
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 ١٥١

  أوجد مجموعة حل المتباینات الأتیة بیانیاً  ـ ٢
    ٤ ≤ ص +س ٢  ،  ٠ ≥    ،  ص ٠ ≥              س 

  ـ   :الحل
    ھو محور السینات  ٠= ص  : ٢  ھو محور الصادات  ،  ل٠= س  : ١ل

      یحددان دائماً معاً الربع الأول  ٠ ≥  ،  ص ٠ ≥ و المتباینتین س 
  یمر بالنقط     ٤= ص+ س ٢ :  ٣ـ ل
 )٠، ٢( ، )  ٤ ،٠  (  

  تحقق كل المتباینات ) ٠،٠(ـ النقطة 
  .. المظللة  الحل ھو المنطقة ∴
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
  أوجد مجموعة حل المتباینات الأتیة بیانیاً ـ ٣

    ٦ ≤ص + س٢  ،  ٤ ≤ص +   ، س ٠ ≥    ،  ص ٠ ≥  س 
  ـ  :الحل 

   معاً الربع الأول       یحددان دائما٠ً ≥  ،  ص ٠ ≥ ـ كما سبق المتباینتین س 
  ) ٤ ، ٠(، ) ٠،٤(   یمر بـ ٤= ص + س : ١ ل
  ) ٠، ٣( ،  ) ٠،٦(    یمر بـ ٦= ص+ س٢ : ٢ ل

  .. الحل ھو المنطقة المظللة 
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   

        ـ   ـ ـ:البرمجة الخطیة 
  

  . لإعطاء أفضل قرار في حل مشكلة ھي وسیلة  ـ 
  ]  ب ص + أ س =  ر [ أو ھي الحل الأمثل لتحقیق ھدف معین علي صورة دالة خطیة  ـ 

   نحدد منطقة الحلول المشتركة للمتباینات الموجودة ) أكبر قیمة أو أصغر قیمة ( و لإیجاد الحل المطلوب 
    .. ضلع فنجد أنھ یحددھا رؤوس م    

    ) دالة الھدف (  علي النقطة التي تحقق المطلوب نحصل بالتعویض بھذه الرؤوس في دالة الھدف  وـ
        Ù ))  و الأمثلة التالیة توضح ذلك                             ((  

 ١ل

 ٢ل

 ٣ل

 ٢ل

 ١ل
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 ١٥٢

  عین مجموعة حل المتباینات الأتیة معاً بیانیاً : ١مثال 
    ٢٠ ≤ س ٥+ص٢  ، ٣ ≤  س-   ، ص٠ ≥    ،  ص ٠ ≥ س 

  ..   ص ٣+س٥ =  ل  أكبر ما یمكن حیث  لالتي تجعل ) س، ص( ـ ثم أوجد من مجموعة الحل قیم 
  ـ  :الحل

       یحددان دائماً معاً الربع الأول  ٠ ≥  ،  ص ٠ ≥ـ كما سبق المتباینتین س 
   )  ٤ ، ١( ، )  ٣ ، ٠(   یمر بـ ٣=  س -ص : ١ـ ل
  )  ٠ ، ٤( ،  )  ١٠ ، ٠(   یمر بـ ٢٠= س ٥+ ص٢ : ٢ـ ل

   ـ فضاء الحل ھو المضلع أ و جـ ب  
  ) ٢،٥( ، ب)٣، ٠( ،جـ ) ٠،٠(، و  )٠ ، ٤( حیث أ 

     ..  ص٣+س٥= دالة الھدف  ل :. 
  بالتعویض بالنقط للحصول علي المطلوب 

   ٢٠ = ٠×٣+ ٤×٥ = أ  ل ∴
   ٢٥ = ٥×٣+ ٢×٥ = ب، ل 
   ٩ = ٣×٣ + ٠×٥ = جـ ، ل 
  صفر  = ٠×٣+ ٠×٥ = و، ل 

  
   ) ٥، ٢(  ل أكبر ما یمكن عند ب ∴    
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
  أوجد بیانیاً مجموعة حل المتباینات الأتیة  ـ ٢
    ٣ ≥ص +   ، س ٤ ≥ص ٢+   ، س٠ ≥    ،  ص ٠ ≥  س  

   . ص٤+ س٥= ر أقل ما یمكن حیث ) ر ( التي تجعل ) س، ص( جموعة الحل قیم ـ ثم أوجد من م
  ـ   :الحل
  ) ٠ ، ٤( ،  ) ٢، ٠(   یمر بـ ٤= ص ٢+ س  : ١ـ ل
   ) ٠ ، ٣( ،  ) ٣، ٠(  یمر بـ ٣= ص+ س: ٢ـ ل

  الحل ھو المنطقة المحددة بأسفل ∴ 
  ) ٣، ٠( ، جـ ) ١، ٢( ، ب) ٠، ٤( بالنقط  أ 

   ص٤ +س٥= ر :. 
   ٢٠ = ٠×٤ + ٤× ٥= أ  ر ∴

   ١٤= ١×٤+ ٢×٥ = ب، ر 
    ١٢= ٣×٤+ ٠×٥ = جـ، ر 

  
   ) ٣، ٠= (  أقل قیمة عند جـ ∴ 

  
  
  
 كجم من القمح ـ ینتج نوعین من الدقیق و یضعھ في أكیاس ، بحیث ١٢٠ كجم من الذرة ، ٨٠مطحن لدیھ ـ ٣

 كجم من ٢ یلزم للكیس من النوع الثاني ـ  كجم من القمح ٣كیلو واحد من الذرة ، یلزم للكیس من النوع الأول 

 ١ل

 ٢ل

 أ

 ب
 جـ

 و

 ١ل

 ٢ل

 أ

 ب

 جـ
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 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ١٥٣

 ٢ل

 ١ل

 أ

 جـ ب

 و

 أ

 ب
 جـ

 و

  النوع الأول     النوع الثاني     الكمیة المتاحة                   
   ٨٠                    ٢                  ١ذرة                 
   ١٢٠                    ٢                  ٣قمح                
                     ٢                  ٤الثمن              

                النوع أ      النوع ب     القیمة العظمي  
   ٢٠                ١             ١الوزن          
  ٩٦                 ٤            ٦السمك          

أوجد عدد الأكیاس من كل نوع التي یجب أن ینتجھا المطحن لیكون دخلھ أكبر ما  كجم من القمح ـ ٢الذرة ، 
  . جـ  ٢ جنیھ ، النوع الثاني ٤یمكن ، علماً بأن ثمن الكیس من النوع الأول 

     ـ  :الحل
    
  
  
  
  
    ١٢٠ ≤ص ٢+ س٣  ، ٨٠ ≤ص ٢+    ،  س ٠ ≥   ،  ص  ٠ ≥س :. ـ 

    .. ص٢+ س٤= ر :  ، دالة الھدف 
  ) ٠ ، ٨٠( ،  ) ٤٠ ،٠(  یمر بـ ٨٠= ص٢+س: ١ـ ل
  ) ٠ ، ٤٠( ،  ) ٦٠، ٠(  یمر بـ ١٢٠= ص٢+س٣: ٢ـ ل

  حیث ـ منطقة الحل ھو المضلع أ و جـ ب 
  )   ٣٠، ٢٠( ، ب)٤٠، ٠( ،جـ) ٠،٠(، و) ٠، ٤٠(أ

  ص ٢+س٤= ر: دالة الھدف ، 
   ١٤٠ =ب  ، ر٨٠= جـ  ، ر ٠ = و  ، ر١٦٠ = أر 

  ) ٠، ٤٠( یكون الدخل أكبر ما یمكن عند أ 
   ول كیس من النوع الأ٤٠أي أن المطحن ینتج 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
   رف یراد وضع نوعین من الكتب أ ، ب عليـ ٤

  

كجم ، و سمك ١كجم ، فإذا كان وزن الكتاب من كلا النوعین ھو ٢٠سم ، و حمولتھ القصوي ٩٦مكتبة طولھ 
سم ـ أوجد عدد الكتب من كل نوع التي توضع علي الرف بحیث ٤سم ، و من النوع ب ٦الكتاب من النوع أ ھو 

  . یكون عددھا أكبر ما یمكن 
  ـ  :الحل

  
  
  
  

  ص + س= ر  دالة الھدف  ،  ٩٦ ≤ص ٤+س٦ ، ٢٠ ≤ص +     ، س٠ ≥ص     ،  ٠ ≥س :.      
  )  ٠، ٢٠( ، ) ٢٠، ٠(  یمر بـ ٢٠= ص+س : ١ ل∴

    ) ٠ ،١٦( ، ) ٢٤، ٠(  یمر بـ ٩٦= ص٤+س٦ : ٢، ـ ل
  الحل ھو المنطقة المضلعة أ و جـ ب 

  ) ١٢، ٨( ، ب) ٢٠ ،٠( ، جـ ) ٠،٠(، و) ٠، ١٦(حیث أ
  ص + س= ر :. ، 

     ٢٠=  ب  ، ر٢٠ =  جـ ، ر٠ = و ،  ر ١٦= أ  ر ∴
  ) ١٢، ٨( ، ب )  ٢٠، ٠(  أكبر قیمة عند جـ ∴

   كتاب من النوع الثاني فقط ٢٠ـ أي أنھ نضع 
  ..  من النوع الثاني ١٢ كتب من النوع الأول ، ٨أو نضع 
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 احمد حماد شعبان/ كتاب الوافي في الریاضیات                     إعداد الأستاذ
 

 ١٥٤

 أ

 جـ ب

 و

  فیتامین      الصنف الأول     الصنف الثاني    الحد الأدني 
   ٤                   ٢                    ١  أ                  
   ٩                   ٣                    ٣ ب                 
                    ٥٠                 ٧٥ السعر           

  الدرجة الأولي        الدرجة الثانیة    المتاح              
   ٤       المقاعد        س                       ص      

  ١٢٠             ٢٠                     ٦٠الوزن         
   ٢٥٠٠                ٥٠٠٠السعر       

وفر في الوجبة الواحدة قررت إحدي الشركات أن تقدم وجبة خفیفة لموظفیھا تتكون من صنفین ، بحیث تتـ ٥ 
 وحدات من فیتامین ب ـ فإذا كانت الوحدة من الصنف الأول ٩ وحدات علي الأقل من فیتامین أ ، ٤لكل شخص 

 وحدات فیتامین ب ـ و ان الوحدة من الصنف الثاني تعطي في المتوسط ٣تعطي في المتوسط وحدة فیتامین أ ، 
 قرش ، وسعر ٧٥ب ـ وكان سعر الوحدة من الصنف الأول  وحدات من فیتامین ٣وحدتین من فیتامین أ ، 

 قرش ـ فكم عدد الوحدات من الصنفین یعطي أرخص وجبة و تتضمن الحد ٥٠الوحدة من الصنف الثاني 
   .  الأدني من الفیتامینات 

  ـ :الحل
  
  
  
  

  ص٥٠+ س٧٥= ر :  ، دالة الھدف   ٩ ≥ص ٣+ س٣  ، ٤ ≥ص ٢+ س،      ٠ ≥    ،  ص ٠ ≥س   :. 
   ) ٠، ٤( ،  )  ٢، ٠(  یمر بـ ٤= ص ٢+ س : ١ ل∴
  )  ٠ ، ٣( ، ) ٣، ٠(  یمر بـ ٩= ص٣+س٣ : ٢ـ ل

  الحل ھو المنطقة التي حدودھا السفلي أ ، ب ، جـ  
  )  ٣، ٠(، جـ )١، ٢( ، ب ) ٠، ٤( حیث أ

   ص ٥٠+ س٧٥= ر :. 
   ٣٠٠= ٠×٥٠+٤×٧٥= أ  ر ∴

   ٢٠٠= ١+٥٠+٢×٧٥ = ب، ر 
    ١٥٠ = ٣×٥٠+ ٠×٧٥ = جـ، ر 
  ) ٣، ٠(  أرخص وجبة عند جـ ∴
  وحدات من الصنف الثاني   ٣  ـ 

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

جـنیھ ، ٥٠٠٠ كجم و یدفع ٦٠قاعد للركاب ، فإذا كان راكب الدرجة الأولي یسمح لھ بحمل  م٤طائرة بھا ـ ٦
ـ فأوجد ..   كجم ١٢٠فإذا كان أكبر وزن للأمتعة ھو . جـ ٢٥٠٠كجم و یدفع ٢٠و راكب الدرجة الثانیة یحمل 

  .  عدد الركاب من كل درجة الذي یحقق أكبر دخل من الأجور 
   ـ :الحل

  
  
  

    ١٢٠ ≤ ص ٢٠+  س ٦٠ ،  ٤ ≤ص + س،    ٠ ≥   ،  ص  ٠ ≥س :.  
   .   ص٢٥٠٠+ س٥٠٠٠= ر   ، دالة الھدف 

  ) ٠، ٤( ، ) ٤، ٠(  یمر بـ ٤= ص+س : ١، ل
  ) ٠، ٢( ،)٦، ٠( یمر بـ ١٢٠=ص ٢٠+ س٦٠: ٢ل، 
  الحل ھو المنطقة المضلعة أ ب جـ و   

   ) ٠،٠(، و) ٤، ٠( جـ  ،)٣، ١( ، ب) ٠، ٢(أ: حیث
   ص٢٥٠٠+س٥٠٠٠= ر: الة الھدف د:. 
   ١٠٠٠٠= جـ  ، ر ١٢٥٠٠ =  ب ، ر١٠٠٠٠ = أر  ∴

  مقعد واحد من الدرجة الأولي ) : ٣، ١( أكبر دخل عند ب
      مقاعد من الدرجة الثانیة  ٣، 

 ١ل

 ٢ل

 أ

 ب

 جـ
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 عباناحمد حماد ش / الأستاذ إعداد                                                        الوافي في الریاضیات كتاب 

 ١٥٥

  الرابع  الاحصاءالباب 

  مقدمھ في مادة الإحصاء

نحن نعیش في عصر المعلومات وعالم الأعمال یتطلب منا الیوم معالجة وتنظ یم وتق دیم وتف سیر      
 ف  ي التعام  ل م  ع ھ  ذه  إلیھ  ا ة والمھ  ارات الت  ي نح  ن بحاج   .ة وطبیعتھ  ا الكمی   منھ  اةكمی  ات كبی  ر
  .)statistics (الإحصاء بعلم مرتبطةالمعلومات 

وت صنیف ھ ذه     لمختل ف الظ واھر  الخاص ة عل م ال ذي یبح ث ف ي جمی ع البیان ات           ھ و ال   : فالإحصاء
 وك ذلك تحلی ل   ة وتمثیلھا بیانیا علي شكل رس ومات أو ص ور توض یحی    ةالبیانات في جداول منظم   

 الظ  واھر ة ف  ي اتخ  اذ الق  رار المناس  ب ومقارن    واس  تخدامھا النت  ائج منھ  ا  واس  تخلاصالبیان  ات 
  .ت بینھاعلاقا استنتاج ةببعضھا ومحاول

 مختل  ف البیان  ات  ةوعل  م الإح  صاء أی  ضا نف  سھ ھ  و ف  رع م  ن عل  م الریاض  یات متعل  ق بمعالج           
 الخاص  ة ةح  صائی م  ن الأس  الیب والعملی  ات الإة ع  ن الع  الم وھ  و عب  ارة ع  ن مجموع   ةح  صائیالإ

  . أو الرقمیةةبمعالجة البیانات الكمی

  

 یةمقاییس النزعة المركز
 الوسط الحسابي  .١

 الوسیط  .٢

 المنوال .٣

 لوسط الھندسي ا .٤

 الوسط التوافقي .٥

إلا أن المق اییس   ن لك ل منھ ا مزای اه وعیوب ھ    خ ر لأ  الآىولا یمكن تفضیل أح د ھ ذه المق اییس عل          
  .اً ھي الأكثر استخدامىثلاثة الأولال

 )س( الوسط الحسابي : أولاً

  لك  انالظ  اھرةدات  الت  ي أذا أعطی  ت لك  ل مف  ردة م  ن مف  ر  القیم  ةویع  رف الوس  ط الح  سابي بأن  ھ  
  . الأصلیة للظاھرة مساویا للمجموع الفعلي للقیمالجدیدةموع القیم مج

  أي ببساطة،

  = الوسط الحسابي لمجموعة من القیم 

  
  

  موع ھذه القیممج
 عددھم
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 عباناحمد حماد ش / الأستاذ إعداد                                                        الوافي في الریاضیات كتاب 

 ١٥٦

  :طرق حساب الوسط الحسابي
  
 )الجداول التكراریة (في حالھ البیانات المبوبة ) ٢( في حالة البیانات غیر المبوبة           ) ١( 

  .غیر المبوبةفي حالة البیانات  :أولا
  

  )١(مثال 
  : في مادة الإحصاء ھيبالمجمعةإذا كانت درجات مجموعة من الطلبة في كلیة التقنیة 

  ١٠٠ و ٧٠ و٤٠ و٦٠ و٣٠
  .فأوجد الوسط الحسابي لدرجات الطلاب

  
  :الحل

  
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=   )س(الوسط الحسابي 

 
 ــــــــــــــ=        
      

 .   درجة٦٠=    
  -: أخريةأمثل

  
 ھ و الطال ب حت ى نخ رج     ایمكنك استخدام مھارة الطالب في وضع مثال كما فعلت أمامھ لأن ھ دفن          

العملی ة التعلیمی ة وأن ك ان أمام ك      ھ و أس اس  فمن أسلوب التلقین إلي أسلوب الم شاركة الفعال ة       
  م ن جھ ة  جسر من الثقة بینك وب ین الطال ب   مثال أو مسألة وتبني ٣٠ طالب مثلا فأنت لدیك    ٣٠

  .حتى تخرج مادة الریاضیات إلي المعایشةمن جھة أخرى وبین الطالب ونفسھ 
  

  )٢(مثال 
  إذا كانت درجات ستة طلاب في احد المواد ھي 

   ٢٥ و ٦٠ و٧٢ و٤٠ و٨٠و٦٣
  أحسب الوسط الحسابي لدرجات الطلاب

  
  )٣(مثال 

  ................ ھو٦ و ٤ نالوسط الحسابي للعددی
  

  )٤(مثال 
  ............الوسط الحسابي لمجموعھ من القیم ھو 

  
  )٥(مثال 

   ٨٫٣ و٥٫٧ و ٤٫٤ و ٣٫٥ و ٢٫٦ و١٫٥أوجد الوسط الحسابي للقیم 
  

١٠٠ + ٧٠ + ٤٠ + ٦٠ + ٣٠  
٥ 

٣٠٠  
٥ 
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 عباناحمد حماد ش / الأستاذ إعداد                                                        الوافي في الریاضیات كتاب 

 ١٥٧

  .)الجداول التكراریة(في حالة البیانات المبوبة : ثانیا 
  

  :تي عامل في أحد المصانع وكانت كالآ٤٠الجدول التالي أجور یبین 
  

  المجموع  -٣٣  -٢٧  -٢١  -١٥  -٩  -٣  الفئات
  ٤٠  ١  ٣  ٦  ٨  ١٢  ١٠  التكرار

  
  

  :الحل

 تمراكز الفئا  )ك(التكرار  الفئات
  س×ك  )س(

٦٠  ٦  ١٠  -٣  
١٤٤  ١٢  ١٢  -٩  

١٤٤  ١٨  ٨  -١٥  
١٤٤  ٢٤  ٦  -٢١  
٩٠  ٣٠  ٣  -٢٧  
٣٦  ٣٦  ١  -٣٣  

  ٦١٨    ٤٠  المجموع
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــ)     = س(الوسط الحسابي 
  

  ــــــــــــــــــــــــــ                                = 
  
  . ریالا١٥٫٤٥ً =                                

  
وھ م  ) التك رار (والعم ود الث اني   ) الفئ ات ( ف العمود الأول :ة أعم د ٤ صورة  ىطبعا الحل مكتوب عل   

نح صل علی ھ ب أكثر م ن     ) ) س(مراك ز الفئ ات  (ل ث  أو المعطی ات أم ا العم ود الثا    من ورقة الأسئلة 
وھ  ي تختل  ف م  ن م  سألة لآخ  ري فف  ي مثالن  ا  . نع  رف ط  ول الفئ  ة ف  ي الم  سألة  أن  فمنھ  ا ةطریق  

  !) طبعاً،لا. ١٠أعرف أنك ربما تقول (السابق طول الفئة ھو 
  ٣-٩ =  طول الفئة    

= ٩-١٥  
= ١٥-٢١  

          = ٢١-٢٧  
 =٢٧-٣٣  
 =٦  

  ٣فینتج ) ثابتة (٢ ىنقسمھ عل و٦ ونمسك طول الفئة وھ
  )س( الفئات لتعطي مراكز الفئاتى ونضیفھا إل٣نمسك خارج القسمة وھي 

  س× مج  ك 
 مج  ك

٦١٨  
٤٠ 
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 عباناحمد حماد ش / الأستاذ إعداد                                                        الوافي في الریاضیات كتاب 

 ١٥٨

  )مراكز الفئات(في س ) التكرار( حاصل ضرب كوھفأما العمود الرابع والأخیر 
  فینتج الوسط الحسابي) التكرار(وبعد ذلك مجموع ك في س نقسمھ علي مجموع ك

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــ =  ) س(أي الوسط الحسابي 

  
  ـــــــــــــــــ= 

  
  .   ریالا١٥٫٤٥ً=         

  
منھ ا  ف هلا یمك ن إیج اده بالرس م ویت أثر ب القیم ال شاذة أم ا مزای ا         أن ھ   من عی وب الوس ط الح سابي        

ت دخل جمی ع ق یم المجموع ة ف ي      كما السھولة في الحساب ولذلك فھو أكثر المتوسطات استخداما  
  .حسابھ

  
 كان  ت أعم  ارھم أن تجعلھ  م یكون  ون م  سائل تختل  ف ف  ي ط  ول المجموع  ة  اًویمكن  ك م  ع طلاب  ك أی  

وتنبھھم إن تكون طول الفئة واحده في نفس المسألة أما التكرار فلھم حریة الاختیار حسب طالب 
وأخر طبعا ویكون عندك بنك من المسائل التي ت م تكوینھ ا م ن جان ب الط لاب ال ذي نتمن ى الأم ل                

  .إذن االله سبحانھ وتعالي فیھم ب
  

  

  الوسیط :ثانیا
  

 اً أو تنازلیاً من القیم ھو القیمة التي تتوسط مجموعة القیم بعد ترتیبھا تصاعدیةالوسیط لمجموع
  . لعدد القیم الأكبر منھاأي أنھ القیمة التي یكون عدد القیم الأصغر منھا مساویاً

  
  -:طرق حسابھ 

  بیانیا ) ٢              (جبریا                      ) ١(
  

 :الطریقة الجبریة
 الطریق ة البیانی ة   ةسوف أتكلم عن الطریقة الجبریة ولا حقا نتكلم عن الطریقة البیانیة مع معالج       

ة و ف ي  المبوب   ف ي حال ة البیان ات غی ر    ویمك ن ح سابھ أی ضاً     . لمقاییس النزعة المركزیة كلھا معاً    
  .)الجداول التكراریة(حالة البیانات المبوبة 

  
   :ةمبوبالفي حالة البیانات غیر ) أ(
  

   ٧٠ و ٤٠ و ٢٠ و٦٠ و ٣٠أوجد الوسیط لمجموعة القیم : مثال
  

 ونختار القیمة التي بالمنتصف طبعا أذا  أو تنازلیاً تصاعدیاً لابد من ترتیب القیم ترتیباًأولاً: الحل
   : كالتالي،كان عدد المفردات فردي

  س× مج  ك 
 مج  ك

٦١٨  
٤٠ 
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 ١٥٩

   ٧٠ و ٦٠ و ٤٠ و ٣٠ و ٢٠  : القیم بعد الترتیب
   ٤٠  :ط ھوالوسی

  
  ٨ و ١١ و ٦ و ١ و ٤ و ١٢أوجد الوسیط للقیم :  آخرمثال

  
  :الحل

   ١٢ و١١ و ٨ و ٦ و ٤ و ١  : القیم بعد الترتیب 
  

  ـــــــــــــ= الوسیط 
  

 ــــــــــ         = 
  

           =٧   
  

ث م نخت ار القیمت ان الت ي بالمنت صف      ) تنازلی ا (ق أولا نرتب الق یم ترتیب ا ت صاعدیا    في المثال الساب 
والناتج من خ ارج الق سمة ھ و قیم ة     ) وھي قیمھ ثابتة  (٢ ونجمعھم ونقسمھم علي     ٨ و   ٦وھما  

  .عدد المفردات زوجي الغیر مبوبھ وفي مثالنا السابق تالوسیط في حالة البیانا
  

والم  سائل م  ع  ةمثل  الأجع  ل طلاب  ك ھ  م ال  ذین یقوم  ون بتك  وین ھ  ذه ا والم  سائل ةمثل  مزی د م  ن الأ 
ردي وق یم أخ ري ع دد مفرداتھ ا     توجیھك لھم إن كل طالب علیھ أعطاء مثال لقیم عدد مفرداتھا ف    

  .زوجي
  

  : أوجد الوسیط للقیم الآتیةةفمثلا ببساط
     
   ٨ و ٤ و ٦)  ١(
   ١٠ و ٨ و ٤ و ٦) ٢(
  
  .) التكراریةلالجداو (في حالة البیانات المبوبة) ب(
  

  :مثال
  أوجد الوسیط للجدول التكراري الأتي الذي یبین أجور العمال في أحد المصانع وكانت بالریال 

  
  المجموع  -٣٣  -٢٧  -٢١  -١٥  -٩  -٣  الفئات
  ٤٠  ١  ٣  ٦  ٨  ١٢  ١٠  التكرار

  
  :الحل

وھو   في المسألةىطن جدول التكرار المتجمع الصاعد من الجدول التكراري البسیط المعأولا نكوّ
الفئ ات  . ي التك رار المتجم ع ال صاعد للفئ ات     عبارة عن عمودین فق ط العم ود الأول الفئ ات والث ان           

ث م   )ثاب ت (نب دأ بال صفر   فتكتب كما ھي بالجدول التك راري الب سیط أم ا التك رار المتجم ع ال صاعد         

٨ + ٦  
٢ 
١٤  
٢ 
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 ١٦٠

 ثم ٨ ثم نضیف  أخر مجموعى عل١٢ في ھذه المسألة ثم ١٠ الصفر أول تكرار وھو ىنضیف عل
 أن الجم ع ص حیح وإذا ك ان    ى وھو مجموع التكرار وھ ذا ی دل عل    ٤٠ ى فنحصل عل  ١ ثم   ٣ ثم   ٦

 حت ى یك ون نتیج ة الجم ع م ساویة      ة ثانی  ةالمجموع غیر مطابق لمجموع التكرار فنعید الجمع مر    
  :یلي كما لمجموع التكرار 

  
  التكرار المتجمع الصاعد  الفئات

  صفر  ٣أقل من 
            )التكرار السابق(   ١٠  )البدایة(         ٩أقل من 
  )التكرار اللاحق(   ٢٢  ١٥أقل من 
  ٣٠  ٢١اقل من 
  ٣٦  ٢٧أقل من 
  ٣٩  ٣٣أقل من 
  ٤٠  ٣٩اقل من 

  
  ٢ ى ترتیب الوسیط بقسمة المجموع علىنحصل عل

  
        ٢٠=  ـــــــــــــــ = ـــــــــــــــ = رتبة الوسیط 

  
  
   طول الفئة×ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   + بدایة الفئة الوسیطة = ة الوسیط قیم
  
  

  ٦   ×  ـــــــــــــــــــــ ـــ            +   ٩     =             
  
  

  ٦   ×   ــــــــــــــــــــــ             +   ٩      =                    
  

   ریال١٤  =      
  
  

   ٢٠  =    رتبة الوسیط
  ٩  =  بدایة الفئة الوسیطة 

  ١٠  =  التكرار السابق 
  ٢٢  =  التكرار اللاحق 

  ٦  =    طول الفئة   
  

یدخل  لاأنھ لا یتأثر بالقیم الشاذة ویمكن الحصول علیھ بالرسم ومن عیوبھ أنھ من مزایا الوسیط 
  .مجموعة كلھا أو قراءتین من الة واحداءة قرىفي حسابھ سو

  

٢٠  
 رتبة الوسیط

  المجموع
٢ 

٤٠  
٢ 

   التكرار السابق–رتبة الوسیط 
  التكرار السابق–التكرار اللاحق 

١٠  -  ٢٠  
١٠  -  ٢٢ 

١٠  
١٢ 
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 عباناحمد حماد ش / الأستاذ إعداد                                                        الوافي في الریاضیات كتاب 

 ١٦١

  .)الجداول التكراریة(المنوال في حالة البیانات المبوبة : ثالثاً
  

 طالب من طلاب كلیة التقنیة في أحد المواد العملیة والمطلوب ٤٠الجدول التالي یبین درجات 
  .أیجاد المنوال

  البدایة              
  المجموع  -٣٣  -٢٧  -٢١  -١٥  -٩  -٣  الفئات
  ٤٠  ١  ٣  ٦  ٨  ١٢  ١٠  التكرار

   
                 التكرار           أكبر             التكرار 

 )٢ك(اللاحق)      ك(تكرار)      ١ك(              السابق
 
  

   طول الفئة  × ـــــــــــــــــــــــــــــ    +   ةبدایة الفئة المنوالی=    المنوال 
 
  

  ٦    ×ــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــ           +  ٩=                      
  
  

  ٦   ×ـــــــــــــــــــ                +     ٩=                      
  

                     =١١  
  

   ٩ ھي أمام أكبر تكرار   وھي   ةبدایة الفئة المنوالی
  ١٢ك وھي أكبر تكرار   وھي   

   ١٠ھي   تعني التكرار السابق لأكبر تكرار و١ك
   ٨ تعني التكرار اللاحق لأكبر تكرار وھي  ٢ك

   .ىخر لأة وھي زیادة الفئة من خان٦طول الفئة وھي 
  

من مزایا المنوال سھولة الحساب وأنھ لا یتأثر بالقیم الشاذة ومن عیوبھ أنھ غیر دقیق حیث یتم 
  . حسابھ بطرق كلھا تقریبیة

  
  

  ١ ك-ك 
 ٢ ك-  ١ ك-ك ٢

١٠ – ١٢   
٨ – ١٠ – ١٢ × ٢ 

٢  
٦ 
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 ناحمد حماد شعبا/     إعداد الأستاذ                                                                             كتاب الوافي في الریاضیات
 
  

  مالالاحت
 

 التجربة العشوائیة* 
 التجربة العشوائیة تعریف

جمیع النواتج الممكنة ) أي قبل إجرائھا(التجربة العشوائیة ھي كل تجربة نستطیع أن نحدد مقدما 
   ھذه التجربةإجراء لا یمكن تحدید أي من ھذه النواتج سیتحقق فعلاً عند نالحدوث، ولك

  )ف( فضاء النواتج العینة أو) فراغ (  فضاء :تعریف 
  .ھو مجموع جمیع النواتج الممكنة الحدوث لتجربة عشوائیة  

  تعریف الحدث
  .ھو أى مجموعة جزئیة من فضاء العینة  

  أنواع الأحداث* 
   لابد أن یقع ویرمز لھ   الذيھو الحدث : الحدث المؤكد) ١

 ).ف(   بالرمز 
  رمز لھ    لا یمكن أن یقع ویالذيھو الحدث : الحدث المستحیل) ٢

 ).φ (بالرمز    
 تمثلھ من التي المجموعة تتألف الذيھو الحدث ): البسیط(الحدث الأولى ) ٣

 .عنصر واحد من عناصر فضاء العینة
 و قوعھما معاً و وقوع یستحلاھما الحدثان اللذان : الحدثان المتنافیان ) ٤

  .أحدھما یمنع وقوع الآخر 
  

  مسلمات الاحتمال •
  ]ف یسمى فضاء العینة  [    ١) = ف(ل ) ١(
  ] حیث أ حدث ما   [ ١ ≤) أ (  ل ≤ ٠)  ٢(
  ]حیث أ ، ب حدثین متنافیین من ف ) [ ب ( ل ) + أ ( ل ) =  ب ∪أ ( ل) ٣(
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  ١٦٣

  
                                  

  
  
  
  

   احتمال وقوع أ  أو  ب –وھو یعنى لفظیا 
   الأقلاحتمال وقوع أحد الحدثین على  -

  
  
  

  وھو یعنى لفظیا  احتمال وقوع أحد الحدثین معا 
  
  
  

   احتمال وقوع أ  وعدم وقوع ب - وھو یعنى       
    احتمال وقوع أ فقط -                    

  )ب  ∩أ (  ل –) أ ( ل ) =  ب –أ ( ل  ) = / ب ∩أ ( لاحظ أن  ل 
  
  
  

   احتمال وقوع ب  وعدم وقوع أ - وھو یعنى       
    احتمال وقوع ب  فقط -                    

 )ب  ∩أ (  ل –) ب ( ل ) =  أ –ب ( ل  ) = / أ ∩ب ( لاحظ أن  ل 
                      

  
  

   عدم وقوع أ احتمالوھو یعنى 
   الحدث    فمثلا – ١ = /)الحدث ( لاحظ أن  ل

  ) ب  ∩ أ(  ل – ١ = /) ب ∩أ ( ،،،   ل )     ب  ∪أ (  ل – ١ = /) ب ∪أ ( ل
  )  أ –ب (  ل – ١ = /) أ –ب ( ،،،   ل )          ب –أ (  ل – ١ =  /) ب –أ ( ل 
  
  

  الاحتمالقوانین

 )  ب ∩أ (  ل –) ب ( ل ) + أ ( ل ) =  ب ∪أ ( ل 

 )  ب ∪أ (  ل –) ب ( ل ) + أ ( ل ) =  ب ∩أ ( ل 

 )  ب  ∩أ (  ل – ) أ ( ل ) =   ب -أ ( ل 

 ب  ∩أ (  ل – ) ب ( ل ) =   أ - ب ( ل 

  ) أ (  ل   -  ١) = /أ ( ل 
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  ١٦٤

  لاحظ أن 
    الأقل وقوع أحد الحدثین على احتمال* 
  ) ب ∩أ (  ل –) ب ( ل ) + أ ( ل ) =  ب ∪أ ( ل 
  
   الأكثر وقوع أحد الحدثین على احتمال* 
  ) ب  ∩أ  (  ل – ١  =  /)ب  ∩أ ( ل 
  
   وقوع أحد الحدثین فقط احتمال* 

  ) ب ∩أ (  ل ٢ –) ب ( ل ) + أ ( ل ) =  أ –ب ( ل ) +  ب –أ ( ل  = 

  ) ب ∩أ (  ل –)  ب ∪أ ( ل = 
  
   عدم وقوع أ   أو  ب احتمال* 
  ) ب  ∪أ (  ل – ١ = /) ب ∪أ ( ل 
  
   عدم وقوع أ ، ب معااحتمال* 
  )ب  ∩أ (  ل – ١ = /) ب ∩أ ( ل 
  ) ب ∩أ (  ل – ١ = /) ب ∩أ ( ل  ) = / ب∪  /أ( ل * 
  ) ب ∪أ (  ل – ١ = /) ب ∪أ ( ل  ) = / ب∩  /أ( ل * 
  ) ب ∩أ ( ل  ) + /ب( ل  ) = / ب∪أ ( ل * 
  ) ب ∩أ ( ل  ) + /أ ( ل ) =  ب ∪ /أ( ل * 

**************************************************  
  ٠) = ب  ∩أ ( فان  ل إذا كان أ ، ب حدثان متنافیان ** 
    ب   فان ⊂إذا كان أ ** 

  ) ب ( ل ) =  ب ∪أ ( ،،،،     ل )     أ ( ل ) = ب ∩أ ( ل 
  
  

    أ   فان ⊂إذا كان ب ** 
  ) أ ( ل ) =  ب ∪أ ( ،،،،     ل )     ب ( ل ) = ب ∩أ ( ل 
  

 أ

 أ

 ب

 ب
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  ١٦٥

  ٠٫٦) = ص( ، ل٠٫٥) = س(              إذا كان س ،ص حدثین من ف بحیث كان ل
   أوجد ٠٫٣) =  ص ∩س (               ل

  )/  ص∩ /س(ل) ٧                ()         /س(ل ) ٤()        س    ص( ل ) ١(
     ) /س    ص( ل ) ٨(                        ) /ص(ل ) ٥         () ص –س (ل) ٢(
  )    ص/س( ل ) ٩         (        ) /   ص/س(ل ) ٦(      )  س –ص ( ل ) ٣(
  
  
  
   ٠٫٨ = ٠٫٣-٠٫٦+٠٫٥) = ص ∩س (  ل–) ص(ل) +  س(ل ) = س   ص( ل) ١(
   ٠٫٢ = ٠٫٣ – ٠٫٥) = ص ∩س (  ل –) س(ل ) =  ص –س ( ل) ٢(
   ٠٫٣ = ٠٫٣ – ٠٫٦) = ص  ∩س (  ل –) ص(ل ) =  س –ص ( ل ) ٣(
   ٠٫٥ = ٠٫٥ – ١) = س( ل – ١) = /س(ل) ٤(
   ٠٫٤ = ٠٫٦ – ١ ) =ص( ل – ١) = /ص(ل) ٥(
   ٠٫٧ = ٠٫٣ – ١) = ص ∩س (  ل– ١ = /)ص ∩س ( ل ) = /    ص/س( ل) ٦(
   ٠٫٢ = ٠٫٨ – ١) = س   ص( ل – ١ = /)س   ص( ل  ) = /ص ∩ /س(ل ) ٧(
   ٠٫٧ = ٠٫٣ + ٠٫٤) = ص ∩س ( ل ) + /ص(ل) = /س    ص( ل) ٨(
  ٠٫٨ = ٠٫٣ + ٠٫٥) = ص ∩س ( ل ) + /س(ل) =     ص/س( ل ) ٩(

 ********************************************************  
  

  ٠٫٨) = ص( ، ل٠٫٤) = س(              إذا كان س ،ص حدثین من ف بحیث كان ل
   أوجد ٠٫٣) =  ص ∩س (               ل

   وقوع س فقط احتمال) ٢      (الأقل وقوع أحد الحدثین على احتمال) ١(
  عدم وقوع س  احتمال) ٤                      ( وقوع ص فقط  احتمال) ٣(
  
  
     الأقل وقوع أحد الحدثین على احتمال) ١(
  ٠٫٩ = ٠٫٣ – ٠٫٨ +٠٫٤) = ص ∩س ( ل–) ص(ل ) +  س(ل) = س   ص(ل

**************************************************  
   وقوع س فقط احتمال) ٢(
   ٠٫١ = ٠٫٣ – ٠٫٤) = ص ∩س (  ل –) س(ل ) =  ص –س ( ل

***************************************************  
   وقوع ص فقط  احتمال) ٣(
   ٠٫٥ = ٠٫٣ – ٠٫٨) = ص ∩س (  ل –) ص(ل) =  س –ص (ل

****************************************************  
   عدم وقوع س احتمال) ٤(
   ٠٫٦ = ٠٫٤ – ١) = س(  ل – ١) = /س(ل

****************************************************  
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  ١٦٦

   واحتمال أن ٠٫٦          یحاول عبدالرحمن وجھاد حل مسألة فإذا كان احتمال أن یحلھا عبدالرحمن 

   أوجد ٠٫٣٥ أن یحل كلاھما المسألة معا واحتمال ٠٫٥         تحلھا جھاد 

   أن یحلھا عبد الرحمن فقط احتمال) ٢   ( حل المسألة                        احتمال) ١(

   الأخر أن یحلھا أحدھما دون احتمال) ٤(احتمال أن تحلھا جھاد فقط                ) ٣(

   الأكثرأحدھما على  أن یحلھا احتمال) ٦( عدم حل المسألة                  احتمال) ٥(

   تفشل جھاد فى حلھا أناحتمال) ٨( أن یفشل عبد الرحمن فى حلھا   احتمال) ٧(

  

  نرمز لنجاح عبد الرحمن فى حل المسألة بالرمز س وجھاد بالرمز ص 

   ٠٫٣٥) = ص ∩س (           ل٠٫٥) = ص(             ل٠٫٦) = س(ل

   حل المسألةاحتمال) ١(

  ٠٫٧٥= ٠٫٣٥ – ٠٫٥ + ٠٫٦= ) ص ∩س ( ل –) ص(ل) + س(ل) = س   ص(ل

  قط  أن یحلھا عبد الرحمن فاحتمال) ٢(

  ٠٫٢٥ = ٠٫٣٥ – ٠٫٦) = ص ∩س ( ل–) س(ل) =  ص–س (ل

  احتمال أن تحلھا جھاد فقط) ٣(

  ٠٫١٥ = ٠٫٣٥ – ٠٫٥) = ص ∩س (  ل–) ص(ل) =  س–ص (ل

   الأخر أن یحلھا أحدھما دون احتمال) ٤(

  ٠٫٤ = ٠٫٣٥ – ٠٫٧٥) = س    ص( ل–) س    ص(ل

   عدم حل المسألةاحتمال) ٥(

   ٠٫٢٥ = ٠٫٧٥ – ١) =  صس  ( ل – ١ = /)س   ص(ل

   الأكثر أن یحلھا أحدھما على احتمال) ٦(

   ٠٫٦٥ = ٠٫٣٥ – ١) = ص ∩س ( ل– ١ = /)ص ∩س (ل

   أن یفشل عبد الرحمن فى حلھااحتمال) ٧(

   ٠٫٤ = ٠٫٦ – ١) = س( ل – ١ ) = /س(ل

   أن تفشل جھاد فى حلھااحتمال) ٨(

   ٠٫٥ = ٠٫٥ – ١) = ص( ل – ١) = /ص(ل
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  ١٦٧

             

  
   أكتب فضاء العینة واحدة قطعة نقود مرة إلقاء               فى تجربة 

               
  

  }ص ، ك { = ف 
***************************************************************  

   قطعة نقود مرتین أكتب فضاء العینةإلقاء               فى تجربة 
  
  

  })ك،ك(،)ك،ص (،)ص،ك(، ) ص، ص({ = ف 
  
  
  

**************************************************************  
  

   قطعة نقود ثلاث مرات أكتب فضاء العینةإلقاء               فى تجربة 
  
  
  
  )ص ، ص ، ك( ،) ص ، ص ، ص({ = ف
  )ك ، ص ، ص) (ص ، ك ، ك( ،) ص ، ك ، ص (
  })  ك ، ك ك ،(،) ك ، ك ، ص( ، ) ك ، ص ، ك  (
  
  
  
  
  

   حجر نرد مرة واحدة أكتب فضاء العینة ؟ إلقاء              فى تجربة 
  
  

   } ٦ ، ٥ ، ٤ ، ٣ ، ٢ ، ١{ = ف 
***************************************************************  

              
  
  
  
  
  

 الإمكانات متساو حساب الاحتمال على فضاء عینة

 ص

 ص

 ص
 ك

 ك

 ص

 ك ك
 ص

 ص

 ص
 ك

 ك

 ص

 ص

 ص

 ك

 ك

 ك

 ك
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  ١٦٨

   حجر نرد مرتین أكتب فضاء العینة ؟إلقاء فى تجربة 
  
  
  
  })٦،٦(، ........، ) ٢، ١ ) (١ ، ١ ({= ف
  
  
  
  
  
  
  
  

***************************************************************  
 مــــلاحظة       
         

   فان الإمكانات من فضاء متساو جزئي         إذا كان أ حدث 
  
  ) = أ ( ل
  
  

  ین أكتب فضاء العینة ثم عین احتمال كلا من  حجر نرد مرتین متتالیتإلقاء               فى تجربة 
  الآتیة الأحداث               

  ٥= ظھور عددین مجموعھم ) ٢    (  حدث ظھور عددین متساویین     = أ ) ١(
  ٤ظھور عددین مجموعھم یقبل القسمة على = ء ) ٤ (       ١٠≥ظھور عددین مجموعھم = جـ ) ٣(
  
  

   زوج ٣٦}  ) ٦ ، ٦..........................................( ،  ) ٢ ، ١( ،  ) ١ ، ١({ = ف 
  حدث ظھور عددین متساویین  = أ ) ١(

  ) =      = أ ( ل}     ) ٦ ،٦(، ) ٥، ٥(، ) ٤ ، ٤(، ) ٣ ، ٣(، ) ٢ ،٢(، ) ١ ، ١({=    أ
  ٥= ظھور عددین مجموعھم ) ٢(

       = ) = ب(ل}      ) ٢ ، ٣(،  ) ٣ ، ٢(، ) ١ ،٤(، )٤ ، ١({=   ب 
   ١٠≥ظھور عددین مجموعھم = جـ ) ٣(

  ) =      = جـ(ل}  ) ٦ ، ٦(، ) ٥ ، ٦(، ) ٦ ، ٥( ، ) ٥ ، ٥(، ) ٤ ، ٦(، ) ٦ ، ٤({=    جـ 
  ٤ظھور عددین مجموعھم یقبل القسمة على = ء ) ٤(

   )٤ ، ٤(، ) ٢ ، ٦(، ) ٦،  ٢(، ) ٣ ، ٥(،  ) ٥ ، ٣(، ) ٢ ، ٢(، ) ١ ، ٣(، ) ٣ ، ١({ =      ء 

       = ) = ء (ل }             ) ٦ ، ٦          ( 

  
               

  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  

٦ ، ١(  )٥ ، ١(  )٤ ، ١(  )٣ ، ١(  )٢ ، ١(  )١،١(  ١(  

٦ ، ٢(  )٥ ،٢(  )٤ ، ٢(  ) ٣ ، ٢(  )٢ ، ٢(  )١ ، ٢(  ٢(  

٦ ، ٣(  )٥ ، ٣(  )٤ ، ٣(  )٣ ، ٣(  )٢ ، ٣(  ) ١ ، ٣(  ٣(  

٦ ، ٤(  )٥ ، ٤(  )٤ ، ٤(  )٣ ، ٤(  ) ٢ ، ٤(  )١ ، ٤(  ٤(  

٦ ، ٥(  )٥ ، ٥(  )٤ ، ٥(  )٣ ، ٥(  )٢ ، ٥(  ) ١ ، ٥(  ٥(  

٦ ، ٦(  )٥ ، ٦(  )٤ ، ٦(  ) ٣ ،٦(  )٢ ، ٦(  )١ ، ٦(  ٦(  

  عدد عناصر الحدث أ
 عدد عناصر ف 

 ٦  
٣٦ 

 ٤  
٣٦ 

 ٦  
٣٦ 

 ٩  
٣٦ 

١  
٦ 

١  
٩ 

١  
٦ 

١  
٤ 
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  ١٦٩

  
  
  

  -:العشوائيتعریف المتغیر 
   ھو دالة من ف         ح العشوائيالمتغیر 

  أنواع المتغیرات العشوائیة 
   المتقطع العشوائيالمتغیر ) ١(

  دة من العناصر       ھو متغیرعشوائى مداه مجموعة محدو
   المتصل العشوائيالمتغیر ) ٢(

  ]مجموعة غیر محدودة من العناصر [ مداه فترة عشوائي      ھو متغیر 
********************************************************  

  
  

   -:الاحتماليأولا تكوین جدول التوزیع 
  )عدد الصور( یعبر عن لعشوائيا قطعة نقود مرتین كان المتغیر إلقاءفى تجربة : مثال 

   للمتغیر سالاحتمالي           كون جدول التوزیع 
                     حف     

  ٢             )ص ، ص(
  ١              )ص ، ك (

  ١              )ك ، ص( 
  ٠                )ك ، ك ( 

********************************************************  
   یعبر عن العشوائي قطعة نقود ثلاث مرات كان المتغیر إلقاء              فى تجربة 

  الاحتمالي عالتوزیكون جدول ) عدد الكتابات                (
            ف

  ٠              )ص ، ص ، ص( 
  ١              ) ص ، ص ، ك ( 
  ١                )ص ، ك ، ص( 
  ٢                 )ص ، ك ، ك ( 
  ١                )ك ، ص ، ص (

  ٢                 )ك ، ص ، ك ( 
  ٢                 )ك ، ك ، ص ( 
  ٣)                   ك ، ك ، ك ( 
  
  
  
  

 المتغیرات العشوائیة

  المتقطعالعشوائيالمتغیر 

  ٢  ١  ٠  رس

    )رس(د
      

 

١  
٤ 

٢  
٤ 

١  
٤ 

  ٣  ٢  ١  ٠  رس

    )رس(د
        

 

١  
٨ 

٣  
٨ 

٣  
٨ 

١  
٨ 
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  ١٧٠

   یعبر عن العشوائي قطعة نقود ثلاث مرات كان المتغیر إلقاء              فى تجربة 
  الاحتمالي عالتوزیكون جدول )  عدد الكتابات -عدد الصور       (         

  
   

                         ح          ف
  ٣              )ص ، ص ، ص( 
  ١              ) ص ، ص ، ك ( 
  ١                )ص ، ك ، ص( 
  ١-                 )ص ، ك ، ك ( 
  ١                )ك ، ص ، ص (

  ١-                 )ك ، ص ، ك ( 
  ١-                 )ك ، ك ، ص ( 
  ٣-)                   ك ، ك ، ك ( 

********************************************************  
   یعبر عن العشوائي حجر نرد مرتین متتالیتین وكان المتغیر إلقاءفى تجربة           
   للمتغیر س     الاحتماليكون جدول التوزیع ) مجموع العددین  (          

  
  
  
  
  
  
  
  

            
  ) رس(د × رمجـــــ س=  µ       µالوسط الحسابى أو التوقع ویرمز لھ بالرمز 

رمجـ س = δ٢         )δ٢(التباین 
µ  -) رس(د × ٢

 ٢  
     التباین = )δ (المعیارينحراف الا 

  
   %١٠٠                       ×   = مل الاختلاف معا

  

  

  

********************************************************  

  ٣  ١  ١-  ٣-  رس

    )رس(د
        

 

١  
٨ 

٣  
٨ 

٣  
٨ 

١  
٨ 

  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  
٧  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  
٨  ٧  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  
٩  ٨  ٧  ٦  ٥  ٤  ٣  
١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥  ٤  
١١  ١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥  
١٢  ١١  ١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  
 

  ١٢  ١١  ١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  رس

    )رس(د
                      

 

 ٥  
٣٦ 

 ٦  
٣٦ 

 ٥  
٣٦ 

 ٤  
٣٦ 

 ٣  
٣٦ 

 ٢  
٣٦ 

 ١  
٣٦ 

 ٤  
٣٦ 

 ٣  
٣٦ 

 ١  
٣٦ 

 ٢  
٣٦ 

  المعیاريالانحراف 
 معامل الاختلاف
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  ١٧١

   محدد بالجدول الاحتمالي متقطع توزیعھ عشوائي              إذا كان س متغیر     
  
  

  
   معامل الاختلاف– المعیاري الانحراف – التباین –أوجد الوسط الحسابى 

  
  
  
  

  ٢= الوسط الحسابى 

  ١ = ٢)٢ (– ٥= التباین 

  ١  = ١ =   المعیاريالانحراف 

  %١٠٠                          ×= معامل الاختلاف 

   %١٠٠× ــــــ = 

  
 =٥٠ %   
  
  

********************************************************  
   محدد بالجدول الاحتماليتقطع توزیعھ  معشوائي              إذا كان س متغیر      

  
  

  
   المعیاري فوالانحراالوسط الحسابى ) ٢(قیمة ك                  ) ١(أوجد 

  
  
  
  
  ١= ك +  ك ٤+ ك ٣+ك ٢

   ١= ك ١٠

  ٠٫١=      =  ك 

  ٣= الوسط الحسابى 

  ٢٫٤ = ٢)٣ (– ١١٫٤= التباین 

   = ٢٫٤ =   المعیاريالانحراف 

  

  ٣  ٢  ١  ٠  رس
  ٠٫٤  ٠٫٣  ٠٫٢  ٠٫١  )رس(د
 

 الحـــــــــــــل
  )رس(د × ٢رس  )رس(د×رس  )رس(د  رس

٠  ٠  ٠٫١  ٠  

٠٫٢  ٠٫٢  ٠٫٢  ١  

١٫٢  ٠٫٦  ٠٫٣  ٢  

٣٫٦  ١٫٢  ٠٫٤  ٣  

  ٥  µ= ٢  مجـ

 

 مثال

  ٦  ٤  ٢  ١  رس
  ك  ك٤  ك٣  ك٢  )رس(د
 

  )رس(د × ٢رس  )رس(د×رس  )رس(د  رس الحـــــــــــــل

٠٫٢  ٠٫٢  ٠٫٢  ١  

١٫٢  ٠٫٦  ٠٫٣  ٢  

٦٫٤  ١٫٦  ٠٫٤  ٤  

٣٫٦  ٠٫٦  ٠٫١  ٦  

  ١١٫٤  µ= ٣  مجـ

 

 مثال

  المعیاريالانحراف 
  ١ معامل الاختلاف

٢ 

 ١  
١٠ 
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  ١٧٢

  
  
  

  )أو المنحنى الجاوسى  (بیعيالطالمنحنى 
  

  ھو منحنى یأخذ شكل الناقوس أو الجرس 
   الطبیعيخصائص المنحنى 

   ١ ) = ∞< س  < ∞ -( ل  )١(
 ٠٫٥ ) = ∞< س  < ٠( ل )٢(
  ٠٫٥ ) = ٠< س  < ∞ -( ل )٣(
  )أ < س  < ٠(ل) = ٠< س <  أ -(ل )٤(

********************************************************  
  حیث ى عدد موجب ]  ى  ، ٠[ ب الاحتمال على الفترة كیفیة حسا] أ[

  نستخدم جدول المساحات  ) ١٫٢٥< س  < ٠(  ل لإیجاد
  
  
  ٠٫٣٩٤٤) = ١٫٢٥< س< ٠(ل
  
  
  
  ٠٫٤٣٣٢) = ١٫٥<س<٠(ل 
  
   

  
  

   ] ٠ ى ، -[ثانیا حساب الاحتمال على 
   ٠٫٤٣٣٢ ) = ١٫٥< س  < ٠( ل  ) = ٠< س  < ١٫٥ -( ل
   ٠٫٢٧٣٤ ) = ٠٫٧٥< س  < ٠( ل  ) = ٠< س  < ٠٫٧٥-( ل

********************************************************  
  ] أ ، ب [ ثالثا حساب الاحتمال على الفترة 

  ) أ < س  < ٠(  ل –) ب< س < ٠(ل) = ب< س < أ (ل
  ) ب  < س < ٠(  ل–) أ < س  < ٠(ل) = أ < س < ب ( ل ) =  ب -< س <  أ -(ل
  ) أ < س  < ٠( ل ) + ب < س  < ٠( ل ) = ب < س <  أ -( ل
  
  

 الطبیعيالتوزیع 

٠٫١  
٠٫٢  

  
١٫٢  

  
  

١٫٥  

  ٠٫٠٥ 

٠٫٣٩٤٤ 

٠٫٠٠ 

٠٫٤٣٣٢ 
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  ١٧٣

  فمثلا 
   ) ١< س  < ٠(  ل –) ٢٫٥< س  < ٠( ل ) = ٢٫٥< س  < ١(ل

 =                          ٠٫١٥٢٥ = ٠٫٣٤١٣ – ٠٫٤٩٣٨   
   )٠٫٥< س  < ٠( ل–) ٢< س  < ٠(ل)=٢< س  < ٠٫٥( ل  ) = ٠٫٥ -< س  < ٢ -(ل

         =                                                     ٠٫١٩١٥ – ٠٫٤٧٧٢ =   
   ) ٠٫٧٥< س  < ٠( ل  ) + ١< س  < ٠( ل  ) = ١< س  < ٠٫٧٥-( ل

 =                               ٠٫٦١٤٧ = ٠٫٢٧٣٤ + ٠٫٣٤١٣  
********************************************************  

  اب الاحتمال على فترة غیر منتھیة رابعا حس
  )١< س  < ٠(  ل – ٠٫٥ ) = ١> س ( ل

 =                  ٠٫٣٤١٣ – ٠٫٥  

  =                  ٠٫١٥٨٧   

********************************************************  
   ) ١< س  < ٠( ل  + ٠٫٥ ) = ١< س (ل

 =                 ٠٫٣٤١٣ + ٠٫٥   

   =               ٠٫٨٤١٣   

********************************************************  

  ملاحظة 

   ) ١< س  < ٠( ل  + ٠٫٥ ) = ١< س ( ل  ) = ١-> س ( ل 

 =                                          ٠٫٨٤١٣ = ٠٫٣٤١٣ + ٠٫٥       
  
  
  

   -:البحث فى عمق الجدول 
   یكون معلوم قیمة الاحتمال ومجھول أحد حدود الفترة فى ھذا الجزء سوف

   فما قیمة ك ٠٫٣٩٤٤) = ك < م  < ٠( فمثلا إذا كان ل 
   فى جدول المساحات فنجدھا فى صف ٠٫٣٩٤٤ قیمة ك نبحث عن المساحة المعطاة لإیجاد
   ١٫٢٥=  ولھذا فإن ك ٠٫٠٥  وتحت ١٫٢
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  ١٧٤

 
  الارتبــاط

   تعریف الارتباط* 
و علاقة بین متغیرین ،أو أكثر ،ویقاس الارتباط بمعامل الارتباط الارتباط ھ  

≤ ر≤ ١- حیث " ر"  1 
 
   أنواع الارتباط* 

≤ س<صفر : طردى -١  1. 
≤1- :عكسي -2  .صفر > س 

  ملاحظات
  لا ارتباط        صفر =  إذا كان ر -١
  ارتباط طردى تام       ١=  إذا كان ر -٢
   تامعكسيارتباط        ١-= إذا كان ر -٣
 
   درجات الارتباط* 

  . صفر< ر < ٠٫٤- أو ٠٫٤ < ر <صفر : ضعیف -١
≤ ٠٫٤ :متوسط -٢ ≤0.6- أو    0.6≤ ر  ≤ر   -0.4.  
 ٠٫٦-> ر  > ١- أو ١<  ر< ٠٫٦ :قوى -٣
 
  معامل ارتباط بیرسون * 

 
 من جدولاً نكون الطریقة بھذه الارتباط معامل ولإیجاد  المتغیرین من كل قیم عدد ن حیث

  2،ص 2،س ص ،س ص س، ھىو أعمدة 5

 

 1مثال
 نوعھ مبیناً ص س، قیم بین بیرسون ارتباط معامل أوجد الآتى، الجدول بیانات من

 .ودرجتھ
 

 
 الحل
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  ١٧٥

 
 

 7 = ن
 

  
  

 
  ضعيف طردي    ٠,٣٤) ) = ٩٦ (x (112) ) ÷ 35 =ر

  
  معامل ارتباط الرتب لسبیرمان

  
  معامل ارتباط الرتب لسبیرمان* 

  .د معامل الارتباط بین رتب القیم ، ولیس بین القیم نفسھافى ھذه الطریقة نوج
  

  خطوات الحل
نرتب كل من أزواج القیم بنفس الترتیب   -١  

 ).تنازلیاً معاً أو تصاعدیا معاً (
مع ملاحظة أنھ إذا اشترك اثنان أو أكثر فى رتبة تعطى لكل منھما المتوسط الحسابى لھذه 

  .الرتب
 حیث ف تعنى ٢رتب س، رتب ص، ف، ف: أربعة أعمدة وھى نكون جدولاً من -٢ -٢

  .الفرق المطلق بین الرتب
 :نستخدم القانون -٣
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  ١٧٦

 
  المرتبة الأزواج عدد ن حيث
  ١ مثال

  :الآتى الجدول بيانات من

 
 

 ص س، بين لسبيرمان الرتب ارتباط معامل احسب

 الحل
  ٦ = ن 

  

 
 

       
 (35× 6) ÷ (49.5 × 6 )-1 = ر     
 ضعيف 0.41- = ر     
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 ١٧٧

  
  

  -:الزاویة الموجھة 
 اتجاه ولھا نھائيیسمى ضلع  والأخرھى زاویة محصورة بین ضلعین أحدھما یسمى ضلع أبتدائى 

   النھائي الضلع إلى الابتدائيالضلع یتحدد من 
  
  
  
  
  
  

  دائى  یسمى ضلع أبتبو أ یسمى ضلع أبتدائى                                                      و 
   نھائيأ یسمى ضلع                                                      و نھائي یسمى ضلعو ب 

  تسمى الزاویة  أ و ب                                                          تسمى الزاویة ب و أ 
  لاحظ أن 

  ) ب و أ (  ق≠) أ و ب ( ق 
*************************************************************  

  
  
  

  للزاویة تقسیمان من حیث القیاس 
  من حیث وحدة القیاس یوجد نوعان ) ١(

   قیاس سالب – قیاس موجب                    ب -        أ
  ) الدوران اتجاه (الإشارةمن حیث ) ٢(

   قیاس سالب - قیاس موجب                    ب-        أ
***************************************************************  

  أولا القیاس من حیث الوحدة 
  -:الستینيالقیاس ) ١(

  ویرمز لھ بالرمز سْ   الدقیقة ، الثانیة الدرجة،ھو قیاس وحداتھ 
٦٠ = /١                         ، / ٦٠= ْ  ١ //  
  -:الدائريالقیاس ) ٢(

 ١(ھ الدرجة الدائریة ھو قیاس وحدت
ء 

  ءویرمز لھ بالرمز ھـ)  

  =  لزاویة مركزیة الدائريالقیاس 
  
ھـ= ــــــ                    ،،، ل =  ـــــ               ،،،،  نق  = ءھـ

  نق                   ×  ء
  
  
  

 و أ

 ب

 و أ

 ب

 قیاس الزاویة الموجھة

  طول القوس الذى تحصره
 طول نصف قطر الدائرة

ھـ
 ء

 ل
 نق

  ل
 نق

  ل
 ءھـ

  حساب المثلثاتالخامس  الباب
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 ١٧٨

   دائرة طول نصف سم من١٠مركزیة تحصر قوساً طولھ  لزاویة الدائري              أوجد القیاس 
  سم ٤              قطرھا 

  
  
   ء ٢٫٥= ــــــ  =  ــــــ  =  ءھـ
  

***************************************************************  
   سم أوجد طول نصف قطر دائرتھا٧٫٥تحصر قوسا طولھ  ء ١٫٥             زاویة مركزیة قیاسھا 

  
  

  سم٥ = ـــــــــ=  ـــــــ =  نق 
  

*************************************************************  
   تحصره الذيسم أوجد طول القوس ٤تحصر قوساً طولھ  ء ١٫٤زاویة مركزیة قیاسھا               

  
  
   سم ٧ = ٥ × ١٫٤= نق ×  ءھـ= ل 

**************************************************************  
                              

  
  

  فیكون قیاسھا ) نق = ل ( ھى زاویة مركزیة تحصر قوسا طولھ یساوى طول نصف قطر دائرتھا 
   ء ١ یساوى الدائري

***************************************************************  
                                

  
  

     ومنھ نجد أن   ــــــ=  ــــــــ 
  
  
  =     سْ  ) ١(
  
  
  
   =   ءھـ) ٢(
  
  
  

  ل
 نق

١٠  
٤ 

  ل
 ءھـ

٧٫٥  
١٫٥ 

 الزاویة النصف قطریة 

 ائرى والستینىالعلاقة بین القیاسین الد
  سْ 
١٨٠ 

  ءھـ
 ط

  ١٨٠ × ءھـ
 ط

  ط × سْ 
١٨٠ 

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال
 الحــــــــــــــــل
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 ١٧٩

   الآتیة كلا من القیاسات الدائري إلى القیاس الستیني            حول من القیاس 
  

            =               =    = ء                   ھـ       ْ ١٢٠ ) ١ ( 
  
  
  
  
  
                       =    =ءھـ                             ْ ٢٠٠   /٤٠) ٢(
  
  
  
  
  =                               =  ءھـ                          ْ ١٠٠   /٢٠  // ١٥ )٢(
  
  
  
  
  

   الستیني إلى القیاس الدائري             حول من القیاس 
  
   = سْ                                       ء ٠٫٦)  ١(
  
  ) الحدیثةالآلاتفى (
  
  
  ) القدیمةالآلاتفى (

             
      
  
  

***************************************************************  
   الستیني القیاس  إلىالآتیة           حول كلا من القیاسات الدائریة 

  
  
  ْ  ٩٠=         = سْ  =                                            ءھـ) ١(
  
  
  ْ ٣٠٠=                = سْ  =                                            ءھـ) ٢(

  ط × سْ 
١٨٠ 

  ط  × ١٢٠
١٨٠ 

  ط × ْ  ١٠٠  /٢٠ // ١٥
١٨٠ 

  ط× ْ  ٢٠٠   /٤٠
١٨٠ 

١٨٠ × ٠٫٦  
 الحـــــــــــــل ط

0 ٠  6 × 180 ÷ Exp =
  

,,, 

0 ٠ 6 × 180 ÷ Exp =
  

sh sh 

١٨٠ × ٫٢١  
 الحـــــــــــــل ط

120 × Exp ÷ 180 =   

120 × Exp ÷ 180 =   

200  ,,,, 40  ,,,, ×   Exp ÷  

200 ,,,, 40  ,,,, ×  Sh Exp 

100 ,,, 20 ,,,
, 

15 Exp ÷  

180 =   

÷  180 =   

,,, 180 =   

100 ,,, 20 ,,,
, 

15 Exp ÷  × 180 =   Sh 
× 

,,, 

,,, 

 الحـــــــــــــل

 الحـــــــــــــل

 الحـــــــــــــل

إذا أعطیت القیاس الدائرى بدلالة ط فإنھ یحول مباشرة إلى القیاس الستینى  ملاحظة
 ْ ١٨٠بالتعویض عن ط بـ 

  ط
٢ 

١٨٠  
٢ 

   ط٥
٣ 

١٨٠ × ٥  
٣ 

 الحـــــــل

 الحـــــــل

 مثال

 مثال

 مثال
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 ١٨٠

  
   الآتیة لكلا من القیاسات الدائري              أوجد بدلالة ط القیاس 

  
  
   =                = ءْ                         ھـ١٢٠) ١(
  
  
  

  سم من ٥ للزاویة المركزیة التى تحصر قوسا طولھالستیني والقیاس الدائري           أوجد القیاس 
  سم ٤قطرھا            دائرة طول نصف 

  سم٥=                                                  ل                                                                 
                                                                   

  سم٤=                                            نق                         ء  ١٫٢٥=  ــــ  =  ــــــ  =   ءھـ
  

                      =  =                  = س 
  
  

  سم من دائرة طول قطرھا٩ للزاویة المركزیة التى تحصر قوسا طولھالستیني           أوجد القیاس 
  سم ١٠              

  سم٩=                                                                                                            ل 
                                                                   

  سم٥=                                      نق                             ء ١٫٨= ــــ = ــــــ =  ءھـ
  

  =                  =                      = س 
  

   تحصرهالذيسم أوجد طول القوس ٥ طول نصف قطر دائرتھا ْ ١٢٠           زاویة مركزیة قیاسھا 
  
  
  
  ْ ١٢٠=                                                               س ء٢٫١=          =      =            ءھـ

  سم٥=                  نق                                                                                          
   سم ١٠٫٥ = ٥ × ٢٫١= نق  × ءھـ= ل 
  

           سم أوجد طول نصف قطر دائرتھاتحصر قوساً طولھ ْ  ١٥٠             زاویة مركزیة قیاسھا 
  
  
  

  ١٣٫٣٥=             = ْ                          ل ١٥٠= س 
  

  ط × ١٢٠
١٨٠ 

  ط٢
٣ 

 الحـــــــل

  ل
 نق

٥  
٤ 

  ١٨٠ × ءھـ
 ط

١٨٠ × ١٫٢٥  
 ط

  ل
 نق

٩  
٥ 

  ١٨٠ × ءھـ
 ط

١٨٠ × ١٫٨  
 ط

  ط× سْ 
١٨٠ 

  ط  × ١٢٠
١٨٠ 

  ط١٧
٤ 

  ط١٧
٤ 

 مثال

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال

 الحــــــــــــــــل

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال

 الحــــــــــــــــل

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 ١٨١

  
  ٢٫٦      =  =            =        ءھـ
  
  

   سم٥٫٢٥= =              ـــــــ = نق 
  
  
  

   تحصرهالذيسم أوجد طول القوس ٤= ْ  طول نصف قطر دائرتھا ٦٥           زاویة محیطیة قیاسھا 
  
  

  سم ٤= ْ                     نق ١٣٠= ْ  ٦٥ × ٢= سْ 
  
  ْ  ٢٫٣ =                  = ءھـ
  
  سم  ٩٫٢ = ٤ × ٢٫٣= نق  × ءھـ= ل 
  

  سم أوجد طول نصف قطر دائرتھا ١٠ْ   تحصر قوساً طولھ ٧٥    /٢٠ زاویة محیطیة قیاسھا           
  
  

   سم١٥= ْ                 ل ١٥٠   /٤٠= ْ  ٧٥   /٢٠ × ٢= سْ 
  
   ء ٢٫٦٣ =                      = ءھـ
  

   سم٥٫٧ = ـــــــــــ= ــــــ = نق 
  

   للزاویة المركزیة التى تحصر قوساً طولھ یساوى طول والستیني الدائري القیاسین             أوجد
  ) الزاویة النصف قطریة (              نصف قطر دائرتھا 

  
  
  نق = ل 
  
   ْ ٥٧   / ١٧   //٤٤ ==                       سْ          ء١ =  ـــــــ  = ــــــــ = ءھـ
  
  
  
  
  
  
  

  ط× س 
١٨٠ 

  ط × ١٥٠
١٨٠ 

  ل
 ءھـ

١٣٫٣٥  
٢٫٦ 

  ط× ْ  ١٣٠
١٨٠ 

  ط× ْ  ١٥٠   /٤٠
١٨٠ 

  ل
 ءھـ

١٥  
٢٫٦٣ 

  ل
 نق

  نق
 نق

١٨٠ × ١  
 ط

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال
 الحــــــــــــــــل

 مثال

 الحــــــــــــــــل
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 ١٨٢

   الإشارةالقیاس من حیث 

   إلى الإشارةینقسم القیاس من حیث 

  موجب القیاس ال) ١(

       یكون قیاس الزاویة الموجھة موجبا إذا كان 

   الدوران من الضلع الأبتدائى إلى الضلع اتجاه     

   ضد حركة عقارب الساعة النھائي      

  القیاس السالب ) ١(

  ذا كان      یكون قیاس الزاویة الموجھة سالبا إ

   الدوران من الضلع الأبتدائى إلى الضلع اتجاه     

   مع حركة عقارب الساعة النھائي      

  

  للتحویل من قیاس سالب إلى قیاس موجب 

   ٣٦٠ –القیاس الستینىالموجب =  السالب الستینيالقیاس 

  ) ط ةبدلال( ط            ٢  –الموجب  الدائريالقیاس =  السالب الدائري القیاس

  للتحویل من قیاس موجب إلى قیاس سالب

   ٣٦٠+  السالب الستینيالقیاس =  الموجب الستینيالقیاس 

  ) ط بدلالة( ط            ٢+   السالب الدائريالقیاس =  الموجب الدائريالقیاس 

   إلى القیاس السالب الآتیة              حول كلا من القیاسات الموجبة 

  

)٢٠٠ / ٥٠   // ٢٥)  ٣                                           (  ْ  ١٥٠) ١  ْ  

  

   ٣٦٠ –ْ  ٢٠٠ / ٥٠   // ٢٥=          القیاس السالب ٢١٠ -=٣٦٠ -  ١٥٠= القیاس السالب 

                                                                

)١٥٩   / ٩     // ٣٥ -                =                         ْ ١٠٠   / ٤٠) ٢  ْ  

  

  ْ ٣٦٠ –ْ  ١٠٠  /٤٠=القیاس السالب

 =                   - ٢٥٩   / ٢٠  ْ  

 و
 أ

 ب

 و
 أ

 ب

 مثال

 الحــــــــــــــــل

 الحــــــــــــــــل

 الحــــــــــــــــل
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 ١٨٣

  -:الزوایا المتكافئة            حول كلا 

من القیاس حسب )  ط ٢ْ  أو ٣٦٠( أو طرح بإضافة وتنتج النھائيھى الزوایا التى لھا نفس الشعاع 

  نوعھ 

   ستینيإذا كان القیاس (ْ   ٣٦٠×  ن +ھـ = ھـ 

  فمثلا)  بدلالة ط دائريإذا كان القیاس (  ن ط  ٢ +ھـ = ھـ 

  =                 =  ط  ٢                       =       +٣٩٠ = ٣٦٠+٣٠= ْ  ٣٠

   =                    =ط ٢                 =         +٧٥٠ = ٣٦٠ × ٢ +٣٠      = 

 =      ١١١٠ = ٣٦٠ × ٣ +٣٠  

  ولھذا فإن الزاویة 

١١١٠= ْ  ٧٥٠= ْ  ٣٩٠= ْ  ٣٠ ْ  

***************************************************************  

  وھكذا= ط ١٠+٣٠=  ط ٨ +٣٠= ط ٦ +٣٠=  ط ٤ +٣٠=  ط ٢ +٣٠ = ٣٠

  لكن

  ْ  ١١٠=  ط ٩ +٣٠= ط ٧ +٣٠=  ط ٥ +٣٠=  ط ٣ + ٣٠= ط  + ٣٠

  وكذلك 

٣٣٠ - = ٣٦٠ – ٣٠ = ٣٠  ْ  

٦٩٠ - = ٣٦٠ × ٢ – ٣٠ = ٣٠  ْ  

١١٥٠ -= ْ  ٣٦٠ × ٣ – ٣٠ = ٣٠   

  خلاصة القول 

   أضیف إلیھا عدد كامل من الدورات أو طرح منھا عدد كامل من الدورات أن الزاویة لا تتغیر أذا

**************************************************************  

  لاحظ أن 

  الأولْ  فإن س تقع فى الربع ٩٠< س  < ٠إذا كانت  )١(

 الثانيْ  فإن س تقع فى الربع ١٨٠< س  < ٩٠إذا كانت  )٢(

 ْ  فإن س تقع فى الربع الثالث٢٧٠< س  < ١٨٠إذا كانت  )٣(

 ْ  فإن س تقع فى الربع الرابع ٣٦٠< س  < ٢٧٠إذا كانت  )٤(

  

  ط
٥ 

   ط١٠+ط 
٥ 

  ط١١
٥ 

  ط
  ط١١ ٥

٥ 
  ط١٠+ ط ١١

٥ 
   ط٢١
٥ 

٠ 

٩٠ 

١٨٠ 

٢٧٠ 

  الربع
 الاول

  الربع
 الثانى

  الربع
 الرابع

  الربع
 الثالث
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 ١٨٤

  لزوایا التى قیاسھا كالاتى  تقع فیھ كلا من االذيحدد الربع 

)١٢٠٠) ١  ْ  

  

١٢٠ = ٣٦٠ – ٤٨٠ = ٣٦٠ – ٨٤٠ = ٣٦٠ – ١٢٠٠ = ١٢٠٠ ْ  

   الثاني تقع فى الربع ١٢٠٠الزاویة التى قیاسھا 

***********************  

)١٥٠٠ –) ٢  

  

- ٦٠- = ٣٦٠ +٤٢٠ - = ٣٦٠ +٧٨٠ - = ٣٦٠ +١١٤٠ - = ٣٦٠ +١٥٠٠ - = ١٥٠٠  

 =            -٣٠٠ = ٣٦٠ +٦٠  

   تقع فى الربع الرابع ١٥٠٠ –الزاویة التى قیاسھا 

*********************  

)٣ (  

  

  

 =                  =           ٤٠ = ٣٦٠- ٤٠٠ = ٣٦٠ – ٧٦٠ = ٣٦٠ – ١١٢٠ = ١١٢٠  ْ  

  

   الأولالزاویة التى قیاسھا               تقع فى الربع 

*************************  

)٤ (  

  

 =              =                  - ٢٢٥=٣٦٠ +١٣٥ - = ٣٦٠ +٤٩٥ - = ٣٦٠ +٨٥٥ -  = ٨٥٥  

  

  الزاویة التى قیاسھا               تقع فى الربع الثالث 

  

  

  

  ط١٧
٣ 

  ط١٧
٣ 

١٨٠ × ١٧  
٣ 

  ط١٧
٣ 

  ط١٩-
٤ 

  ط١٩-
٤ 

-١٨٠ × ١٩  
٤ 

  ط١٩-
٤ 

 الحــــــــــــــــل

 الحــــــــــــــــل

 الحــــــــــــــــل

 الحــــــــــــــــل

 مثال
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 ١٨٥

                                                                                      

  

  

   - :حدة دائرة الو

   )٠ ، ٠( والأصلمركزھا نقطة ھى دائرة 

   محوريسم تقطع ١ وطول نصف قطرھا 

   فى أربعة نقط ھى على الترتیبالإحداثیات

   )١ ، ٠= ( ،،،، ب  )  ٠ ، ١=(أ

   )  ١- ، ٠= ( ،،، ء  ) ٠ ، ١-= (جـ 

**************************************************************  

  ھذه النقطة فى أى) س ، ص = ( إذا فرض وجود نقطة ب 

  یمكن تعریف مجموعة من الدوال موضع تكون زاویة أ و ب 

  الدوال تعتمد على الاحداثیین المثلثیة لھذه الزاویة وھذه 

  السینى والصادى لنقطة ب وھى كالاتى 

  

  

  

  )قتا ( دالة قاطع التمام ) ٤                      ( ) sinجا        ( دالة الجیب ) ١(

  ـــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــ ) = أ و ب (     قتاص=الاحداثى الصادى لنقطة ب) = أ و ب (جا 

*************************************************************  

  ) قا ( دالة القاطع ) ٥      (            )  cosجتا   ( دالة جیب التمام ) ٢(

  ـــــــ= ـــــــ ـــــ ــــــــــــــ) = أ و ب (   قاس = الاحداثى السینى لنقطة ب) = أ و ب (جتا 

**************************************************************  

  )ظتا (  ظل التمام دالة) ٦                            ( )  tanظا  ( دالة الظل ) ٣(

                     =        )  = أ و ب (                   ظتا                       = ) = أ و ب ( ظا

  

  

 الدوال المثلثیة 

 أ

 ب

 جـ

 ء

)٠ ، ١(  

 )١ ، ٠(  

)-٠ ، ١(  

 )١- ، ٠(  

 أ و

 ب
 )س،ص(

 س

 سم١ ص

  الاحداثى الصادى
 الاحداثى السینى

  ص
 س

١  
 الاحداثى الصادى

١  
 ص

١  
 الاحداثى السینى

١  
 س

  الاحداثى السینى
 الاحداثى الصادى

  س
 ص
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 ١٨٦

  ملخص الدوال المثلثیة 

  فإن ) س ، ص = ( تقطع دائرة الوحدة فى نقطة ب ھـ = إذا كانت زاویة أ و ب 

  ــــــ=             قتا ھـ ص = جا ھـ 

   ــــــ=             قاھـ س = جتاھـ 

  =                  ظتاھـ = ظاھـ 

***************************************************************  

  دائرة الوحدة فى النقطة ب أوجد جمیع الدوال          إذا كانت أ و ب زاویة فى وضعھا القیاسى تقطع 

  ة لھا إذا كانت           المثلثی

  ٠>  حیث س )س ،       ( ) ٣                                    ()     ،      = ( ب ) ١(

          الحـــــــــــــــــــــــــــــــــل                                 الحـــــــــــــــــــــــــــــــــل

   نوجد الاحداثى السینى من العلاقة                ــــــــ=  ـ                       قتاھ= جاھـ 

   ١ = ٢ص + ٢                                                                       س

  ١ = ٢ + (     )٢                       س  ٢=                       قــاھـ = جتاھـ 

  ١ +        = ٢                                                      س                   

       =  - ١ = ٢س                           ـــــ= ظتاھـ       ٣=    ــــــــ = ظاھـ 

                                                                                

  =        =                                   س  ) ٠٫٨  ،٠٫٦= ( ب ) ٢(

        الحـــــــــــــــــــــــــل

  )،      = (                              ب = قتاھـ =                       جاھـ 

  

  ٢=   قتاھـ                        =جاھـ                         =قاھـ =                       جتاھـ 

  

   ـــــ=                        قاھـ =                      جتا ھـ =               ظتاھـ = ـــــــ= ظاھـ 

  

  ٣=   ظتاھـ ـــــ             = ـــــــ =                                                                 ظاھـ 

  

  ص
 س

١  
 ص
١  
 س
  س
 ص

  حظة ھامة جداًملا
الاحداثى الصادى والسینى لنقطة ب یرتبطان 

  ١ = ٢ص + ٢بالعلاقة   س

  ملاحظة ھامة جداً
الاحداثى الصادى والسینى لنقطة ب یرتبطان 

  ١ = ٢ص + ٢بالعلاقة   س

١  
٢ 

  ٣  
٢ 

  ٣  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

  ٣  
١ ٢  

٣ 

٢  
٣ 

 ٨  
١٠ 

 ٦  
١٠ 

 ٨  
١٠ 

 ٦  
١٠ 

٨  
٦ 

١٠  
٨ 

١٠  
٦ 

٦  
٨ 

١  
٢ 

١  
١ ٢  
١ ٤  

٤ 
٣  
٤ 

٣  
٤ 

  ٣  
٢ 

  ٣  
٢ 

  ٣  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

  ٣  
٢ 

١  
٣ 

٢  
٣ 

 مثال
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 ١٨٧

      

  

  

  - :الدائريالقطاع 

  ھو جزء من سطح دائرة محصور

   بین نصفى قطر وطول قوس 

  نق ل =      مساحة القطاع 

  ع +  نق ٢= نق                محیط القطاع  × ءھـ                   =     

  مساحة الدائرة ×                   =        

  مساحة الدائرة ×                   =        

  

  سم ٥سم یحصر قوساً طولھ ٦            قطاع دائرة طول نصف قطر دائرتھ 

               أوجد محیطھ ومساحتھ 

  الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

   سم١٧ = ٥ +١٢ = ٥ + ٦ × ٢= ل +  نق ٢= محیط القطاع 

  ٢ سم١٥ = ٥ × ٦× =       ل × نق =      مساحة القطاع 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@
@  

   وطول نصف قطر دائرتھ ء ١٫٥ قیاس زاویتھ المركزیة دائري            قطاع 
  سم أوجد محیطھ ومساحتھ ٤            

   سم ٦ = ٤ × ١٫٥= نق × ء ھـ= ل 
  سم ١٤ = ٦ +٨ = ٦ + ٤ × ٢= ل +  نق ٢= محیطھ 

 القطاع الدائرى

١  
٢ 
١  
٢ 

  سْ 
٣٦٠ 

ھـــ
  ء
 ط٢

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

 مثال

 مثال
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 ١٨٨

  ٢ سم١٢ = ٦ × ٤   × =   ل × نق =      مساحتھ 

  سم٦ْ  وطول نصف قطر دائرتھ ٥٠ قیاس زاویتھ المركزیة دائري          قطاع 

  ٠         أوجد محیطھ ومساحتھ 

  الحــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

  سم ٦=                        نق ٠٫٨٧ =              = ءھـ

   سم ٥٫٢٢ = ٦× ٠٫٨٧= نق  × ءھـ= ل 

   سم ١٧٫٢٢ = ٥٫٢٢ + ٦ × ٢= ل +  نق ٢= محیطھ 

   سم ١٥٫٦٦ = ٥٫٢٢ × ٦× =     ل × نق =     مساحتھ 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@  

  ٢سم١٥= ْ  ومساحة دائرتھ ٦٠=  قیاس زاویتھ المركزیة دائري           قطاع 

             أوجد مساحة القطاع 

  ــــــــــــــــــــــلالحـــــــــــــــــــ

   ٢ سم٢٫٥ = ١٥ ×  ــــــ = مساحة الدائرة  ×  ــــــــ= مساحة القطاع 

   سم ١١=  وطول قوسھ ء ٢٫٢ قیاس زاویتھ المركزیة دائري           قطاع 
            أوجد محیطھ ومساحتھ 

  الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

  سم ٥ = ــ ـــــ=  ـــــــ = نق 

   سم ٢١ = ١١ +١٠ = ١١ +٥ × ٢= ل +  نق ٢= محیطھ 

  ٢ سم٢٧٫٥ = ١١ × ٥× =     نق ل =      مساحتھ 
  
  
  
  

  ط × ٥٠
١٨٠ 

١  
٢ 

١  
٢ 

  س
٣٦٠  ْ 

٦٠ ْ  
٣٦٠  ْ 

  ل
  ١١ ءھـ

٢٫٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

 مثال

 مثال

 مثال
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 ١٨٩

  
  سم ١٠=  یحصر قوساً طولھ ٢ سم٤٠ مساحتھ دائري             قطاع 

               أوجد محیطھ 
  الحـــــــــــــــــــــــــــــــــــــل

  
  ل+ نق ٢=                      محیطھ   ٤٠= مساحتھ 

  ١٠ + ٨ × ٢                          = ٤٠= ل ×        نق 

   سم ٢٦ = ١٠+١٦                        = ٤٠ = ١٠× نق       × 

  ٤٠=  نق ٥       

  سم٨=      =         نق 

   
  
  
  

   -:القطعة الدائریة 
  ھى جزء من سطح 

  تر وقوس دائرة محدود بو

  ) جاھـ – ءھـ ( ٢نق=      مساحة القطعة 

@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@@  
  ْ ١٢٠=              أوجد مساحة القطعة الدائریة التى قیاس زاویتھا المركزیة 

  سم ١٠=              وطول نصف قطر دائرتھا 
  
  
  ء ٢٫١ =               = ءھـ
  

   ) ١٢٠ جا– ٢٫١ ( ١٠٠× ) =       جاھـ – ءـھ ( ٢نق=      مساحة القطعة 

  ٢ سم٦١٫٧ ) = ١٢٠ جا – ٢٫١ ( ٥٠                                     = 

١  
٢ 
١  
٢ 

٤٠  
٥ 

 القطعة الدائریة

١  
٢ 

  ط× ١٢٠
١٨٠ 

١  
٢ 

١  
٢ 

 مثال

 الحــــــــــــــل

 مثال
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 ١٩٠

  

   ١٫٢=              أوجد مساحة القطعة الدائریة التى قیاس زاویتھا المركزیة 
  سم ٨=              وطول نصف قطر دائرتھا 

  
  
  ْ  ٦٩  =  =                  ءھـ
  

   ) ٦٩ جا– ١٫٢ ( ٦٤× ) =       جاھـ – ءھـ ( ٢نق=      مساحة القطعة 

   ٢ سم٨٫٥ ) = ٦٩ جا– ١٫٢ ( ٣٢                                     = 

  
  

  سم ٨               أوجد مساحة القطعة الدائریة التى طول نصف قطر دائرتھا 
   سم ٤=                وأرتفاعھا 

  الحــــــــــــــــــــــــــل
  

   سم ٨= نق = م ھـ 
   سم ٤ = ٤ – ٨= م ء 
  ) =     = أ م ء ( جتا
  

  ْ  ١٢٠= ْ  ٦٠ × ٢) = أ م ب (  ق ∴ ْْ  ٦٠) = أ م ء ( ق  ∴
  
  ٢٫١ =              = ءھـ
  

  )  جاھـ – ءھـ ( ٢نق=     مساحة القطعة الدائریة 
  )١٢٠ جا– ٢٫١  (٦٤× =      

  
  
  
  
  

١٨٠× ١٫٢  
 ط

١  
٢ 

١  
٢ 

 مثال

 ـــــــــــلالحـــ

 ب أ

 م

 ء

٨ 

٤ 
 ھـ

٤  
٨ 

١  
٢ 

  ط× ١٢٠
١٨٠ 

١  
١ ٢  

٢ 

 مثال
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 ١٩١

  قوانین ھامة
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 ١٩٢
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 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ١٩٣

   والتكامللضا التفسدالساالباب 
  .التغــــــير 

  :فإن ) س ( د= إذا كان ص 
Ã  ١ س– ٢س=  س ∆= ھـ = التغیر فى س  

  ھـ + ١س = ٢س: وعلى ذلك یكون 
Ã  ١س(  د –) ٢س( د  = ١ ص– ٢ص=  ص ∆= التغیر فى ص(  
Ã ١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ (   ت دالة التغیر (.  
 
Ã ھـ (   م دالة متوسط التغیر                        = (                 
  

 =             =
س- س

)س ( د- )س ( د

21

21 = 
س- س
ص- ص

21

21 = 
∆
∆

س 
  ص 

 
Ã نھــــــــا ) = ھـ (   نھــــــــا م معدل التغیر  

  
   س٥ + ٢س) = س (   إذا كان د ١مثال 

  ) ٠٫١(  ثم احسب ت ٢= أوجد دالة التغیر ت عندما س ) أولاً ( 
  ٣٫٥ إلى ٣احسب متوسط تغیر الدالة عندما تتغیر س من ) ثانیاً ( 
  ٤=  س ماأوجد معدل تغیر الدالة عند) ثالثاً ( 
   )الحل ( 
  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ ( ت ) أولاً ( 

2س [–) ] ھـ  + ١س ( ٥ + ٢)ھـ  + ١س = [(  
  ]١ س٥ + 1

2س =   
2س - ھـ ٥ + ١ س٥ + ٢ھـ+  ھـ ١ س٢ + 1

  ١ س٥ - 1
   ھـ٥+ ٢ھـ+  ھـ ١ س٢ =   

    ٢= عندما س 
   ھـ٩ + ٢ھـ=  ھـ ٥ + ٢ھـ+ ھـ  × ٢ × ٢) = ھـ ( ت 
  ٠٫٩١ = ٠٫٩ + ٠٫٠١ = ٠٫١ × ٩ + ٢ )٠٫١ ) = ( ٠٫١( ت 

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د . 
  ھـ

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د . 
  ٠ ←ھـ   ٠ ←ھـ   ھـ

  )ھـ ( ت 
  ھـ
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 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ١٩٤

  
  ) = ھـ ( م ) ثانیاً ( 
  
                 =         ) =ھـ ( م 
  
  ٥+ ھـ  + ١ س٢) = ھـ ( م 

  ٠٫٥=  ، ھـ ٣= عندما س 
  ١١٫٥ = ٥ + ٠٫٥ + ٣ × ٢) = ھـ ( م 
  
  نھــــــــا ) = ھـ ( نھــــــــا م = معدل التغیر ) ثالثاً ( 
  

  ٥ + ١ س٢ ) = ٥+ ھـ  + ١ س٢(نھــــــــا = 
  

  ١٣ = ٥  +٤ × ٢=  معدل التغیر ∴    ٤= عندما س 
  
 فأوجد دالة متوسط التغیر عندما ٤+ س ٣ + ٢س) = س (   إذا كان د ٢مثال 

ھـ ثم استنتج متوسط تغیر الدالة عندما تتغیر س من  + ١ إلى س١تتغیر س من س
  ٥=  ثم احسب معدل تغیر الدالة عندما س ٤٫٨ إلى ٥
  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ (   ت )الحل ( 

2س [– ] ٤) + ھـ  + ١س ( ٣ + ٢)ھـ  + ١س= [ ( 
   ]٤ +١ س٣ + 1

2س= 
2س -  ٤+  ھـ ٣ + ١ س٣ + ٢ھـ+  ھـ ١ س٢ + 1

  ٤ – ١ س٣ - 1
   ھـ٣ + ٢ھـ+  ھـ ١ س٢= 
  
    =              =   ) = ھـ ( م 
  
  ٣+ ھـ  + ١ س٢) = ھـ ( م 

  ٠٫٢ - = ٥ – ٤٫٨ =  ، ھـ٥= عندما س 
  ١٢٫٨ = ٣ + ٠٫٢ – ٥ × ٢) = ھـ ( م 

  ٠ ←ھـ 

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د . 
  ھـ

   ھـ٥ + ٢ھـ+  ھـ ١ س٢
  ھـ

   )٥+  ھـ + ١ س٢(ھـ 
  ھـ

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د . 
  ھـ

  ٠ ←ھـ 

  ٠ ←ھـ 

  )ھـ ( ت 
  ھـ

   ھـ٣ + ٢ھـ+  ھـ ١ س٢
  ھـ

   )٣+  ھـ + ١ س٢(ھـ 
  ھـ
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 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ١٩٥

  ٣ + ١ س٢ ) = ٣+ ھـ  + ١ س٢(نھــــــــا ) = ھـ ( نھــــــــا م = ، معدل التغیر 
  

  ١٣ = ٣ + ٥ × ٢=  معدل التغیر ∴    ٥= عندما س 
عندما ) ھـ ( غیر ت  فأوجد دالة الت٣+ ب س  + ٢أ س) = س (   إذا كان د ٣مثال 

 فأوجد ١٫٢٥ ) = ٠٫٥(  ، ت ٣ ) = ٢( وإذا كان د . ھـ  + ٢ إلى ٢تتغیر س من 
  .أ ، ب 

   )٢(  د –) ھـ  + ٢( د ) = ھـ (   ت )الحل ( 
   ]٣+  ب ٢+  أ ٤ [ – ] ٣) + ھـ  + ٢( ب  + ٢)ھـ + ٢( أ= [ 

  ٣ – ب ٢ – أ ٤ – ٣+ ب ھـ +  ب ٢ ) + ٢ھـ+  ھـ ٤ + ٤( أ = 
  ٣ – ب ٢ – أ ٤ – ٣+ ب ھـ +  ب ٢ + ٢أ ھـ+  أ ھـ ٤+  أ ٤= 
  ب ھـ + ٢أ ھـ+  أ ھـ ٤=

Q ٣ = ٣+  ب ٢+  أ ٤∴     ٣ ) = ٢(  د   
    ٠= ب +  أ ٢∴    ٠=  ب ٢+  أ ٤∴

  )١... (   أ٢ -=  ب ∴

 ،Q ت  )
2
×  أ ٤∴ ١٫٢٥ ) = 1

2
× أ  + 1

4
× ب  + 1

2
1 = 

4
  ٤× بالضرب       5

  )٢ ... (٥=  ب ٢+  أ ٩ ∴     ٥=  ب ٢+ أ +  أ ٨ ∴
  ٥=  أ ٤ – أ ٩ ∴    )٢(فى ) ١(بالتعویض من 

  ٢ –=  ب ∴) ١(وبالتعویض فى   ١=  أ ∴  ٥=  أ ٥∴
    ثم ١ –س ) =      س ( د دالة متوسط التغیر للدالة د أوج    ٤مثال 

أوجد أیضاً معدل تغیر الدالة  . ١٧ إلى ١٠احسب ھذا المتوسط عندما تتغیر س من 
  ١٠= عندما س 

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ (    ت )الحل ( 
  ١ – ١      س-     ١ -ھـ  + ١س     =          

  
    = ) =           ھـ ( م 
  

  ٧=  ، ھـ ١٠= عندما س 
  

  )ھـ ( ت 
  ھـ

  ١ -  ١     س-   ١ - ھـ  + ١س
  ھـ

  ٠ ←ھـ   ٠ ←ھـ 
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  ١٩٦

    =     ) = ھـ ( م 
7

43 − = 
7
1  

  
  نھــــــــا = معدل التغیر 

  
  نھــــــــا =   

  
  

  نھــــــــا = 
  
  

  نھــــــــا = 
  
  

  نھــــــــا = 
  
  

      =           نھــــــــا = 
  
  

  ١٠= عندما س 

= معدل التغیر 
2    9   

1 = 
6
1  

) = س (   أوجد دالة متوسط التغیر للدالة د ٥مثال 
3-س

 ثم احسب متوسط 2

  ٥= أوجد كذلك معدل تغیر الدالة عند س  . ٥٫٢ إلى ٥التغیر عندما تتغیر س من 
  )الحل ( 

  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ (   ت 
  

٩    -  ١٦  
٧  

  ٠ ←ھـ 
  )١س(  د –) ھـ  + ١س( د . 

  ھـ

  ٠ ←ھـ 
  ١ -  ١     س-   ١ - ھـ  + ١س

  ھـ

  ٠ ←ھـ 
   )١ – ١   س   + ١ - ھـ  + ١س ) (    ١ - ١   س-  ١ - ھـ  + ١س(    

     )١ – ١س   +     ١ -ھـ  + ١س(   ھـ 

  ٠ ←ھـ 
  ) ١ - ١س ( –) ١ - ھـ  + ١س( 

     )١ – ١س   +     ١ -ھـ  + ١س(   ھـ 

  ٠ ←ھـ 
  ھـ

     )١ – ١س   +     ١ -ھـ  + ١س(   ھـ 

  ٠ ←ھـ 
١  

     )١ – ١س   +     ١ -ھـ  + ١س(   
١  

   ١ – ١   س٢
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  ١٩٧

  
=         -     =   
  

 =           =  
  
  
        ×   ) =             = ھـ ( م 
  
  
  ) = ھـ ( م 
  

  ٠٫٢=  ، ھـ ٥= عندما س 

) = ھـ ( م 
) 5  0.2 -3 ( ) 5 -3 (

-2
+

 = 
2.2  2

2
×

− = 
22

10 − = 
11
5 −  

  

 =          نھــــــــا =، معدل التغیر 
) 3- س (

2

1
2

−  

=  معدل التغیر ∴     ٥= عندما س 
4

2 − = 
2

1−  

أوجد متوسط معدل التغیر .   مكعب یتمدد بانتظام بحیث یظل محتفظاً بشكلھ ٦مثال 
  . سم ٥٫٢ سم إلى ٥ من فى مساحة أوجھھ عندما یزداد طول حرفھ

  . سم ٥ثم أوجد معدل التغیر فى مساحة أوجھھ عندما یكون طول حرفھ 
   )الحل ( 

  ٢ص سم= س سم ، مساحة أوجھھ = نفرض أن طول حرف المكعب 
  ٢ س٦) = س ( د =  مساحة أوجھھ ص ∴    

2س٦ – ٢)ھـ  + ١س ( ٦) = ١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ ( ت 
1  

2س(٦= 
2س٦ –) ٢ھـ+  ھـ ١ س٢ +1

2س٦ = 1
2س٦ –٢ھـ٦+  ھـ ١س١٢ +1

1  

٢  
  ٣ - ھـ  + ١س

٢  
  ٣ -  ١س

   )٣ - ھـ  + ١س ( ٢ – ) ٣ – ١س( ٢
   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 

  ٦+  ھـ ٢ – ١ س٢ – ٦ – ١ س٢
   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 

   ھـ٢ –
   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 

  )ھـ ( ت 
  ھـ

١  
  ھـ

   ھـ٢ –
   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 

– ٢  
   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 

  ٠ ←ھـ 
– ٢  

   )٣ – ١س ) ( ٣ - ھـ  + ١س( 
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  ١٩٨

  ) ھـ ٦ + ١ س١٢( ھـ  = ٢ھـ٦+  ھـ ١ س١٢= 
  
   ھـ٦ + ١ س١٢ =              =   ) = ھـ ( م 
  

  ٠٫٢=  ، ھـ ٥= س عندما 
  ٦١٫٢ = ٠٫٢ × ٦ + ٥ × ١٢) = ھـ ( م 

  ١ س١٢) =  ھـ ٦ + ١ س١٢(نھــــــــا ) = ھـ ( نھــــــــا م = ، معدل التغیر 
  

  ٥= عندما س 
  ٦٠ = ٥ × ١٢= معدل التغیر 

أوجد .   صفیحة دائریة الشكل تتمدد بانتظام بحیث تظل محتفظة بشكلھا ٧مثال 
احة سطح الصفیحة بالنسبة إلى طول نصف قطرھا عندما یكون معدل التغیر فى مس

= ط (   . سم ٧= طول نصف قطرھا 
7

22(   

  ٢ص سم= س سم ، مساحة سطحھا =   نفرض أن طول نصف قطرھا )الحل ( 
  ٢ط س) = س ( د =  ص ∴
2س ط– ٢)ھـ +  ١س( ط ) = ١س(  د –) ھـ  + ١س( د ) = ھـ ( ت 

1  
2س(ط = 

2س ط–) ٢ھـ+  ھـ ١ س٢ +1
1  

2سط= 
2س ط–٢ط ھـ+  ھـ ١ط س٢ +1

1  
  )ط ھـ  + ١ط س٢(ھـ  = ٢ط ھـ+  ھـ ١ط س٢= 
  
   ط ھـ +١ ط س٢ =              =   ) = ھـ ( م 
  

  ١ ط س٢) = ط ھـ  + ١ ط س٢(نھــــــــا ) = ھـ ( نھــــــــا م = معدل التغیر 
  

   سم٧= عندما س 

 × ٢= معدل التغیر 
7

22 × ٤٤ = ٧  

  )ھـ ( ت 
  ھـ

  ) ھـ ٦ + ١ س١٢( ھـ 
  ھـ

  ٠ ←ھـ   ٠ ←ھـ 

  )ھـ ( ت 
  ھـ

  )ط ھـ  + ١ ط س٢( ھـ 
  ھـ

  ٠ ←ھـ   ٠ ←ھـ 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ١٩٩

  
  
  
  
  
  
  

  .للدالــة الأولى المشتقـة 

µ  للدالة الأولى المشتقة.   
س ء
  نھــــــــا  = ص ء

µ الدالة المشتقة أو المعامل التفاضلى الأولقد تسمى.شتقة الأولى للدالة الم   
 .                               للدالة أو معدل تغیر الدالة 

µ  المستخدمة رموزھا ومن.  
س ء
، ) س ( /د ، /ص ، ص ء

س ء
 )]س ( د[ ء

µ  الاشتقاق قواعد.  
 .٠ = ) س (/د فإن    ثابت أ حیث أ = ) س ( د كان إذا ³

 ٠) = س ( /د∴      ٧) = س (   إذا كان د ٨مثال 
 .١-نس ن = ) س (/د فإن       نس = ) س ( د كان إذا ³

 ٤ س٥) = س ( /د∴    ٥س) = س (   إذا كان د ٩ثالم 
 .١-نس ن أ = ) س (/د فإن     نس أ = ) س ( د كان إذا ³

  ٤ س٣٥) = س ( /د∴    ٥ س٧) = س (   إذا كان د ١٠مثال 
 .أ = ) س (/د فإن      س أ = ) س ( د نكا إذا ³

 ٨) = س ( /دفإن      س ٨) = س (   إذا كان د ١١مثال 
 .١ = ) س (/د فإن       س = ) س ( د كان إذا ³

µ التفسیر الھندسي للمشتقة الأولى:    
  ھى میل المماس لمنحنى الدالة  ) ١ ، ص١ س(عند النقطة المشتقة الأولى للدالة 

 .عند تلك النقطة 

  )س(  د –) ھـ + س ( د . 
  ٠ ←ھـ   ھـ
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  ٢٠٠

 - س ٧ + ٤ س٥ – ٣س=   إذا كان ص ١٢مثال 
س

3
  /صفأوجد    ١٤ + 2

  ١٤ + ٢- س٣ – س ٧ + ٤ س٥ – ٣س=        ص )الحل ( 
   ٣- س٦ + ٧ + ٣ س٢٠ – ٢س ٣ = /ص∴  

    

 + ٧ + ٣ س٢٠ – ٢ س٣ = /ص∴  
س

6
3  

 -   ٧     س٦+  س    س  ٤=   إذا كان ص ١٣مثال 
5

  /صفأوجد    س 9

2س×  س ٤=  ص )الحل ( 
1

3س٦ + 
7

 - 
5
2س٤=  س 9

3

3س٦ + 
7

 - 
5
   س9

 × ٤ = /ص∴
2
3

2س
1

 + ٦ × 
3
7

3س
4

 - 
5
 -  ٤    س١٤+     س  ٦ = 9

5
9  

  
  ٢    س٩ - س – ٢ س٣=     أوجد میل المماس لمنحنى الدالة ص ١٤مثال 

، ثم أوجد قیاس الزاویة التى یصنعھا المماس ) ) س (  ، د ١( عند النقطة 
  .نحنى مع الاتجاه الموجب لمحور السینات عند نفس النقطة للم

3س٩ - س – ٢ س٣=   ص )الحل ( 
2

  

×٩ - ١ – س ٦ = /ص∴
3
2

3س
-1

-١ – س ٦ = 

س

6

3
- ١ – س ٦ = 1

   س   
6  

  ١= عند س 
  ١-  = ٦ - ١ – ٦ = /ص= میل المماس 

٣  

٣  

٣  

٣  
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  ٢٠١

  میل المماس لمنحنى دالة عند نقطة یساوى ظل قیاس الزاویة التى .ملاحظة 
  یصنعھا المماس لمنحنى الدالة عند تلك النقطة مع الاتجاه الموجب لمحور السینات 

Q 135=  ھـ ∴ ١ -=  ظا ھـ ∴ ١ -=  میل المماسo  
  س٣+ ٢ س٣ –٣س) = س (   أوجد النقط الواقعة على منحنى الدالة د ١٥مثال 

   .١٢والتى یكون عندھا میل المماس للمنحنى یساوى 
  ١٢ = ٣+  س ٦ – ٢ س٣) = س ( /د=   میل المماس )الحل ( 

    ٠ = ٩ -  س ٦ – ٢ س٣ ∴  ٠ = ١٢ – ٣+  س ٦ – ٢ س٣ ∴
  ٠ = ٣ - س ٢ – ٢ س∴   ٣بالقسمة على 

  ٠ ) = ١+ س  ) ( ٣ –س  ( ∴
  ٩ = ٩ + ٢٧ – ٢٧= وعندھا ص     ٣ =  ومنھا س٠ = ٣ -إما س
  ٧-  = ٣ – ٣ – ١-= وعندھا ص    ١ -=  ومنھا س ٠ = ١+ أ، س 

   )٧ - ، ١ - ( ،  ) ٩ ، ٣( وعلى ذلك توجد نقطتان ھما 
 عند كل                  ٢+  س ٣ – ٢س=   أوجد میل المماس لمنحنى الدالة ص ١٦مثال 

  . محور السینات                نقطة من نقط تقاطعھ مع
  فى معادلة المنحنى٠= لإیجاد نقط التقاطع مع محور السینات نضع ص  
   فى معادلة المنحنى٠= لإیجاد نقط التقاطع مع محور الصادات نضع س  
   فى معادلة المنحنى٠=   نضع ص )الحل ( 

  ٠ ) = ٢ – س  ) (١ –س  ( ∴  ٠ = ٢+  س ٣ – ٢ س∴
   ١= ومنھا س    ٠ = ١ –إما س 
  ٢= ومنھا س     ٠ = ٢ –أ، س 

   )٠ ، ٢( ،  ) ٠ ، ١(  نقطتا التقاطع ھما ∴
  ٣ – س ٢ = /ص= میل المماس 
  ١ -  = ٣ – ٢ = /ص=  میل المماس ∴   )٠ ، ١( عند النقطة 
  ١ = ٣ – ٤ = /ص=  میل المماس ∴   )٠ ، ٢( عند النقطة 

+س =   أوجد النقط التى تقع على منحنى الدالة ص ١٧مثال 
س
 التى عندھا 2

   .135oا المماس یصنع مع الاتجاه الموجب لمحور السینات زاویة قیاسھ
  ١- س٢+ س =   ص )الحل ( 
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  ٢٠٢

 -  ١ = ٢- س٢ – ١ = /ص=  میل المماس ∴
س

2
  ١ - = 135oظا  = 2

∴ ١ - 
س

2
2 =  - ٢∴١= 

س

2
  ١ ±=  س ∴ ١ = ٢ س∴٢ = ٢ س٢∴ 2

   )٣ ، ١(  النقطة ھى ∴    ٣ = ٢ + ١=  ص ∴   ١= عند س 
   )٣ - ، ١ - (  النقطة ھى ∴  ٣ -  = ٢ -  ١ -=  ص ∴   ١ -= عند س 

 عند      ٤ + ٢ س٣ – ٣ س٢=   أثبت أن المماس لمنحنى الدالة ص ١٨مثال 
  . یوازى محور السینات ١= النقطة حیث س 

  ٠ = /ص=   إذا كان المماس موازیاً لمحور السینات فإن میل المماس .ملاحظة 
   س٦ – ٢ س٦ = /ص=   میل المماس )حل ال( 

  ١= عند س 
   المماس یوازى محور السینات∴    ٠ = ٦ – ٦=  میل المماس ∴

ب س + ٢أ س=   أوجد قیم أ، ب إذا كان میل المماس لمنحنى الدالة ص ١٩مثال 
   .٨لواقعة علیھ یساوى ا ) ٥ ، ١( عند النقطة 

  تقع على منحنى الدالة فھى تحقق معادلتھ ) ٥ ، ١(  النقطة Q  )الحل ( 
  )١... (    ٥= ب +  أ ∴

= میل المماس 
س ء
  ٨= ب +  أ س ٢ = ص ء

  )٢... (  ٨= ب + أ  ٢ ∴      )٥ ، ١( عند النقطة 
  ٢=  ب ∴) ١(وبالتعویض فى   ٣=  أ ∴  )٢(من ) ١(بطرح 

ب س یوازى محور  + ٣أ س=   إذا كان المماس لمنحنى الدالة ص ٢٠مثال 
  .فأوجد قیمة كلاً من أ ، ب  ) ٢ ، ١ -( السینات عند النقطة 

  تقع على منحنى الدالة فھى تحقق معادلتھ ) ٢ ، ١ - (  النقطة Q  )الحل ( 
  )١... (   ٢=  ب - أ - ∴

= میل المماس 
س ء
  ٠= ب + ٢ أ س٣ = ص ء

  )٢... (  ٠= ب +  أ ٣ ∴     )٢ ، ١ - ( عند النقطة 
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  ٢٠٣

  ١=  أ ∴  ٢=  أ ٢ ∴  )٢(، ) ١(بجمع 
  ٣-=  ب ∴   ٠= ب  + ٣ ∴    )٢(نعوض فى 

   ح∈حیث أ ، ب ، جـ   جـ + ب س  + ٢أ س) = س (   إذا كان د ٢١مثال 
  ) .٢ - (/د، ) ١( فأوجد د ٣) = ٢(/د ، ٥ - ) = ٠(/د ، ٣) = ٠(وكان د 

  ب+  أ س ٢) = س ( /د∴  جـ+ ب س  + ٢أ س) = س (   د )الحل ( 
Q ١ (...    ٣=  جـ ∴    ٣) = ٠( د(  
 ،Q٢ (...    ٥ -=  ب ∴   ٥ - ) = ٠(/د(  
  )٣ (...  ٣= ب +  أ ٤∴    ٣) = ٢(/د، 

  ٢=  أ ∴ ٨=  أ ٤∴ ٣ = ٥ – أ ٤∴    )٣(فى ) ٢(نعوض من 
  ٠ = ٣ + ٥ – ٢) = ١( د ∴  ٣+  س ٥ – ٢ س٢) = س (  د ∴
  ١٣ - = ٥ – ٨ - ) = ٢- (/د∴    ٥ – س ٤) = س ( /د، 
  

   دالتینالمشتقة الأولى لحاصل ضرب
  الدالة الأولى× مشتقة الدالة الثانیة + الدالة الثانیة × مشتقة الدالة الأولى = 

 /صفأوجد  )   ٤+  س ٣ –٢س ) ( ١+  س ٣+ ٢س= (   إذا كان ص ٢٢مثال 
  )١+س ٣+٢س) ( ٣–س ٢) + (٤+س ٣ –٢س) ( ٣+س ٢ = (/ص  )الحل ( 
 س ٢+  ٢ س٦+  ٣ س٢ + ١٢+  س ٩ – ٢ س٣+  س ٨+  ٢ س٦ – ٣ س٢= 

  ٩+  س ٨ – ٣ س٤ = ٣ – س ٩ – ٢ س٣ –
  المشتقة الأولى لحاصل ضرب ثلاث دوال

× مشتقة الدالة الثانیة + الدالة الثالثة ×الدالة الثانیة × مشتقة الدالة الأولى = 
  الدالة الثانیة×  الدالة الأولى ×مشتقة الدالة الثالثة + الدالة الثالثة × الدالة الأولى 

  /صفأوجد  )    ٧+  س ٣ ) ( ٥ – س ٢) ( ١ -٢س= (   إذا كان ص ٢٣مثال 
  )٧+  س ٣) (١ -٢س( ٢ )  + ٧+  س ٣) ( ٥ – س ٢(س ٢ = /ص  )الحل ( 
   )٥ – س ٢ ) ( ١ – ٢س ( ٣+ 
   )٧ – س ٣ – ٢ س٧ + ٣ س٣ ( ٢ ) + ٣٥ – س – ٢ س٦(  س ٢= 
   ) ٥+  س ٢ – ٢ س٥ – ٣ س٢ ( ٣+ 
  ٣ س٦ + ١٤ – س ٦ – ٢ س١٤ + ٣ س٦+  س ٧٠ – ٢ س٢ – ٣ س١٢= 
  ١+  س ٨٢ – ٢ س٣ – ٣ س٢٤ = ١٥+  س ٦ – ٢ س١٥ -
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 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ٢٠٤

  /صفأوجد  )      ٣ -س  ) ( ٣+ س  ) ( ٩ + ٢س= (   إذا كان ص ٢٤مثال 
  ٣ س٤ = /ص∴      ٨١ – ٤س ) = ٩ – ٢س ) ( ٩ + ٢س= ( ص   )الحل ( 
  
  

            =مشتقة خارج قسمة دالتین
  .......  

) = س ( إذا كان د     ٢٥مثال 
1س 5
3-س 2

+
   )٠( /دفأوجد      

   )الحل ( 

)= س ( /د
1) س 5 (

) 3-س 2 (  5 - ) 1س 5 (  2
2 +

×+×
 = 

1)س 5 (

15س 10 2س 10
2 +

+−+  

) = س ( /د
1)س 5 (

17
2 +

 ) = ٠( /د∴  
1

17 = ١٧  

أوجد     ٢٦مثال 
س ء

ء






 +

-1س 5
  ١= عند س     3س 4

  )الحل ( 
س ء

ء






 +

-1س 5
 = 3س 4

1)- س 5 (

3)س 4 (  5- 1)-س 5 (  4
2

××+
  

  

 =
1)- س 5 (

15س 20 -4-س 20
2

− = 
1)- س 5 (

-91
2  

  

∴    ١= عند س 
س ء

ء






 +

-1س 5
 = 3س 4

16
19 −  

) = س (   إذا كان د ٢٧مثال 
ب-س

      فأوجد قیمة ب١ -  ) = ٢( /د   وكان س

  البسط×  مشتقة المقام –المقام × مشتقة البسط 
  مربع المقام
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  ٢٠٥

) =س ( /د  )الحل ( 
ب)-س (

س1-) ب-س (  1
2

××
= 

ب)-س (

س-ب-س
2=

ب)-س (

ب-
2  

  

  ) =٢( /د
ب)-2 (

ب-
  ب = ٢) ب – ٢ ( ∴    ١ - = 2

  ٠ = ٤+  ب ٥ – ٢ ب∴    ب = ٢ب+  ب ٤ – ٤ ∴
  ٤= أ، ب    ١= إما ب     ٠ ) = ٤ –ب  ) ( ١ –ب  ( ∴

= منحنى الدالة ص   أوجد النقط التى تقع على ٢٨مثال 
1-س 2

2 س  والتى یكون +2

  .  عندھا المماس موازیاً لمحور السینات 

=   میل المماس )الحل ( 
1)-س 2 (

2) س ( 2- 1)-س 2 (  س 2
2

2 ××+
  

  

 =
1)-س 2 (

4- س 2- س 2- س 4
2

22
 = 

1)-س 2 (

4- س 2- س 2
2

2
 = ٠  

  لأن المماس یوازى محور السینات
  ٠ = ٢ – س – ٢ س∴  ٠ = ٤ – س ٢ – ٢ س٢ ∴
  ٠ ) = ١+ س  ) ( ٢ –س  ( ∴

= وعندھا ص     ٢= ومنھا س   ٠ = ٢ –إما س 
41
42

−
+ = ٢  

= وعندھا ص   ١ -= ومنھا س    ٠ = ١+ أ، س 
−−

+
21
12 = - ١  

   )١ -  ، ١ -( ،  ) ٢ ، ٢(  توجد نقطتان ھما ∴
    أوجد قیاس الزاویة التى یصنعھا المماس لمنحنى الدالة٢٩مثال 
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  ٢٠٦

=  ص   
3-س
27- س 3

  . مع الاتجاه الموجب لمحور السینات ١ - =  عند س 

=   ص )الحل ( 
3)-س (

9)س 3 س ( 3)-س ( 2++
  ٩+  س ٣ + ٢س = 

  
  ٣+  س ٢ = /ص= میل المماس 

  ١ -= عند س 
  45o=  ھـ ∴    ١=  ظا ھـ ∴  ١ = ٣ + ٢ - = میل المماس 

=  أوجد النقط الواقعة على منحنى الدالة ص ٣٠مثال 
1 - س
 والتى یكون عندھا 2 - س

       ٤+ س = ازیاً للمستقیم ص المماس للمنحنى مو
   )الحل ( 

 = /ص= میل المماس للمنحنى 
)1 - س (

)2 - س (  1 - 1) - س (  1
2

××
 = 

)1 - س (
1

2  

  ١ = /ص= میل المستقیم 

∴
)1 - س (

1
  ١ = ٢)١ –س  ( ∴  ١ = 2

  ٠=  س ٢ – ٢ س∴    ١ = ١+ س  ٢ – ٢س ∴
  ٠ ) = ٢ –س (  س ∴

= ومنھا ص   ٠= إما س 
0 - 1
0 - 2 = ٢  

  

= ومنھا ص   ٢= أ، س 
2 - 1
2 - 2 = ٠  

  
   )٠ ، ٢( ،  ) ٢ ، ٠(  النقطتان ھما ∴

  

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ٢٠٧

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .) السلسلة قاعدة ( الدالــة دالــة مشتقة 
  فإن ص تسمى دالة دالة س    إذا كانت ص دالة فى ع ، ع دالة فى س

.:  ویكون 
س ء
  ص ء

 عء
 ص ء

س ء
 عء

=×.  

  .ھامة نتائج 

]= ص كانت إذا. ) ١(  ) س ( د[
ن

فإن 
س ء
] ×ن = ص ء ) س ( د[

−1 ن
  .) س (/د ×

  /صفأوجد     ٩ )٣+  س ٥ – ٢س= (   إذا كانت ص ٣١مثال 
   )٥ – س ٢(  × ٨ )٣+  س ٥ – ٢س(  × ٩ = /ص  )الحل ( 

 )٢ (  
س ء

)ء  ص  ن = نص(
س ء
ص ء 1-ن ××. 

  ٢٣مثال 
س ء

)ء ×  ٤ ص٥ = 5ص(
س ء
  ص ء
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  ٢٠٨

 ص ٣     فأثبت أن س٤ ) = ١ + ٢ص ( ٢  إذا كان س٣٣مثال 
س ء
  ٠ = ٤ + ص ء

     بإجراء الاشتقاق بالنسبة للمتغیر س  )١ ... (٤ = ٢س + ٢ ص٢  س)الحل ( 

×  ص ٢ + ٢ص×  س ٢
س ء
  ٢بالقسمة على   ٠=  س ٢ + ٢س × ص ء

  

 ص ٢س + ٢ س ص∴
س ء
  س× بالضرب     ٠= س  + ص ء

  

 ص ٣س + ٢ ص٢ س∴
س ء
  )٢... (  ٠ = ٢س + ص ء

 ص ٣ س∴   ) ٢(فى ) ١(نعوض من 
س ء
  ٠ = ٤ + ص ء

= إذا كانت ص     ٣٤مثال 
1)س 5 (

7
4 +

  /صفأوجد       

  ٤- )١+  س ٥ ( ٧=   ص )الحل ( 

 = ٥ × ٥- )١+  س ٥ ( ٢٨ -  = /ص∴
1)س 5 (

140
5 +

−  

  /صفأوجد      ٤ )٢ س٢+ ١ = ( ٣ذا كانت صإ    ٣٥مثال 

23)س 2 1 (=   ص )الحل ( 
4

+  

 = /ص
3
4

23)س 2 1 (
1

=  س ٤ × +
3

  ٢ س٢ + ١ س    16

  /صجد فأو      ٣ – ٢س=    ص  ٢إذا كان     ٣٦مثال 
  ٩ + ٢ س٦ – ٤س=  ص ٤∴بتربیع الطرفین     )الحل ( 

٣  
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  ٢٠٩

=  ص ∴ ٤بالقسمة على 
4
 - ٤ س1

2
 + ٢ س3

4
   س٣ – ٣س = /ص∴  9

، وكان ٢ )٢+ أ س = (   إذا كان ص ٣٧مثال 
س ء
   فأوجد أ١=  عند س ٦ = ص ء

  )الحل ( 
س ء
  أ ×  ) ٢+ أ س  ( ٢ = ص ء

  ٣= أ ×  ) ٢+ أ  ( ∴  ٦= أ ×  ) ٢+ أ  ( ٢ ∴   ١= عند س 

أ∴
2

  ٠ ) = ١ –أ  ) ( ٣+ أ  ( ∴    ٠ = ٣ – أ ٢ + 

  ٣ -= ومنھا أ     ٠ = ٣+ إما أ 
  ١= ومنھا أ     ٠ = ١ –أ، أ 

فأوجد      ٣ + ٢س=  ، ع ٥ )١ –ع = (   إذا كانت ص ٣٨مثال 
س ء
  ص ء

  ٥ )٢ + ٢س = (  ٥ )١ – ٣ + ٢س= (  ص  )الحل ( 

∴
س ء
  ٤ )٢ + ٢س(  س ١٠=  س ٢ ×  ٤ )٢ + ٢س ( ٥ = ص ء

∴    ٥ )١ –ع = (  ص Q  حل آخر
 عء

  ٤ )١ –ع  ( ٥ = ص ء

 ،Q ٣ + ٢س=  ع  ∴
س ء

   س٢ =  عء

∴
س ء
 = ص ء

 عء
 × ص ء

س ء
   س٢ × ٤ )١ –ع  ( ٥ =  عء

  ٤ )٢ + ٢س(  س ١٠=  س ٢ × ٤ )١ – ٣ + ٢س ( ٥  =   

 فأوجد ٤–٢ س٢+ ٣س=  ، ع ٧ع =   إذا كانت ص٣٩مثال 
س ء
  ١=  عند س ص ء

  ٧ )٤ – ٢ س٢ + ٣س= (   ص )الحل ( 
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  ٢١٠

∴
س ء
  ) س ٤ + ٢ س٣(  × ٦ )٤ – ٢ س٢ + ٣س ( ٧ = ص ء

∴ ١= عند س 
س ء
  ٤٩ = ٧ × ١ × ٧ ) = ٤ + ٣(  × ٦) ٤ – ٢ + ١ ( ٧ = ص ء

+ س = ع ، ع  + ٥ع=   إذا كان ص ٤٠مثال 
س
 فأوجد 1

س ء
  ١ -=  عند س ص ء

=   ص )الحل ( 



 + س
س
1

5

+ س  + 
س
1 = [ 1-سس[

5

  ١-س+ س  + +

س ء
ص ء

 = ٥ [ 1-سس[
4

  ٢- س– ١ ) + ٢- س– ١( +

 =٥ 



 + س
س
1

4









1 -

س

1
2 + ١ - 

س

1
2  

∴  ١ -= عند س 
س ء
  ٠ = ١ – ١ ) + ١ – ١ ( ٤ )١ – ١ - ( ٥ = ص ء

 = إذا كانت ص    ٤١مثال 
1ع
2ع

+
=  ، ع −

-1س 2
فأوجد     +1س

س ء
  ص ء

=   ص )الحل ( 

1-س 2
1 1س

1-س 2
12س

+
+

+
−

   )١ – س ٢( ×  بالضرب بسطاً ومقاماً 

  

=  ص ∴
-1)س (2  1س
-1)س 2 ( 2- 1س

++
+ = 

-1س 2  1س
2س 4- 1س

++
++ = 

س 3
  س 3-3
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  ٢١١

 =
س 3

3  - 
س 3
∴     ١ – ١-س = س 3

س ء
 = ٢- س-  = ص ء

س

1
2

−  

  فأثبت أن      ٢ س٢= ع ، ع  + ٢ع= إذا كانت ص    ٤٢مثال 

    
س ء
 - ص ء

س ء
ع ء

   )٢٠٠٢أول (       ٣ س١٦ = 

  ٢ س٢ + ٤ س٤ = ٢ س٢ + ٢ )٢ س٢= ( ص  )الحل ( 

∴
س ء
،      س٤ + ٣ س١٦ = ص ء

س ء
ع ء

   س٤ = 

∴
س ء
 - ص ء

س ء
ع ء

  ٣ س١٦=  س ٤ – س ٤ + ٣ س١٦ = 

= إذا كانت ص     ٤٣مثال 







+ 3س 2
1-س 3

5

  /صفأوجد       

 ٥ = /ص  )الحل ( 







+ 3س 2
1-س 3

4

 × 
3)س (2

1)-س 3 ( 2- 3)س 2 ( 3
2 +

+
  

 =٥ 







+ 3س 2
1-س 3

4

 × 
3)س (2

2س 6- 9س 6
2 +

++  

  

 =٥ 
3)س 2 (

1)-س (3
4

4

+
 × 

3)س (2

11
2 +

 = 
3)س 2 (

1)-س 3 ( 55
6

4

+
  

  /صفأوجد    ٨ )٤ – س ٣ ( ٥ )١+  س ٢= (   إذا كانت ص ٤٤مثال 
   ٨ )٤ – س ٣(  × ٢ × ٤ )١+  س ٢ ( ٥ = /ص  )الحل ( 
  ٥ )١+  س ٢(  × ٣ × ٧ )٤ – س ٣(  × ٨+ 
  ٥ )١+  س ٢( ٧ )٤ – س ٣( ٢٤ + ٨ )٤ – س ٣( ٤ )١+  س ٢ ( ١٠ = /ص
  } ) ١+  س ٢ ( ١٢ ) + ٤ -  س ٣ ( ٥ { ٧ )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
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  ٢١٢

   )١٢+  س ٢٤ + ٢٠ – س ١٥ ( ٧ )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
   )٨ -  س ٣٩ ( ٧ )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
  /صفأوجد    ٧ )٣ – س ٢ ( ٧ )٣+  س ٢= (   إذا كانت ص ٤٥مثال 

  ٧ )٩ – ٢ س٤ = ( ٧ )٣ – س ٢ ( ٧ )٣+  س ٢= (   ص )الحل ( 
  ٦ )٩ – ٢ س٤(  س ٥٦=  س ٨ × ٦ )٩ – ٢ س٤ ( ٧ = /ص

= إذا كانت ص     ٤٦مثال 
4)-س 3 (

1)س 2 (
8

5 +
  /صفأوجد       

  ٨ - )٤ – س ٣ ( ٥ )١+  س ٢= (   ص )الحل ( 
   ٨ - )٤ – س ٣(  × ٢ × ٤ )١+  س ٢ ( ٥ = /ص

  ٥ )١+  س ٢(  × ٣ × ٩ - )٤ – س ٣(  × ٨ -
  ٥ )١+  س ٢( ٩ - )٤ – س ٣( ٢٤ -  ٨ - )٤ – س ٣( ٤ )١+  س ٢ ( ١٠= 
  } ) ١+  س ٢ ( ١٢ - ) ٤ -   س٣ ( ٥ { ٩ - )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
   )١٢ -  س ٢٤ - ٢٠ – س ١٥ ( ٩ - )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
   )٣٢ -  س ٩ -  ( ٩ - )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢= 
   )٣٢+  س ٩ ( ٩ - )٤ – س ٣ ( ٤ )١+  س ٢ ( ٢ -= 

 =
4)-س 3 (

32)س 9 ( 1) س 2 ( 2-
9

4 ++
  

  .المثلثية للدوال الأولى المشتقة 
  .ونتائج نظریات 

Ã  فإن    س جا = ص كان اإذ 
س ء
 .س جتا = ص ء

Ã  فإن    س جتا = ص كان إذا 
س ء
 .س جا - = ص ء

Ã  فإن    س أ جا = ص كان إذا 
س ء
 .س أ جتا أ = ص ء
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  ٢١٣

فإن    س٧جا =   إذا كان ص ٤٧مثال 
س ء
  س٧ جتا ٧ = ص ء

Ã  فإن    س أ اجت = ص كان إذا 
س ء
 .س أ جا أ - = ص ء

     س٣ جتا ٥=   إذا كان ص ٤٨مثال 

فإن 
س ء
  س٣ جا ١٥ - ) =  س ٣ جا ٣ - (  × ٥ = ص ء

Ã  فإن   ) ب + س أ ( جا = ص كان إذا 
س ء
 .) ب + س أ ( جتا أ = ص ء

   ) ٢ – س ٣(  جا ٥=   إذا كان ص ٤٩مثال 

فإن 
س ء
   )٢ – س ٣(  جتا ١٥ ) = ٢ – س ٣(  جتا ٣ × ٥ = ص ء

Ã  

Ã  فإن   ) ب + س أ ( جتا = ص كان إذا 
س ء
 .) ب + س أ ( جا أ - = ص ء

  
  )  س ٥ – ٢(  جتا ٨=   إذا كان ص ٥٠مثال 

فإن 
س ء
  ) س ٥ – ٢(  جا ٤٠= )  س ٥ – ٢(  جا - × ٥-  × ٨ = ص ء

  /صفأوجد   ٧) س ٢ جا ٥ – س ٤ جتا ٣= (   إذا كانت ص ٥١مثال 
   )الحل ( 

  ) س ٢ جتا ١٠ – س ٤ جا ١٢ -  ( ٦) س ٢ جا ٥ – س ٤ جتا ٣ ( ٧ = /ص
  ) س ٢ جتا ٥+  س ٤ جا ٦ ( ٢ - × ٦) س ٢ جا ٥ – س ٤ جتا ٣ ( ٧= 
  ) س ٢ جتا ٥+  س ٤ جا ٦(  ٦) س ٢ جا ٥ – س ٤ جتا ٣ ( ١٤ -= 

جا+  جا س ٣س+    س٣س جتا =   إذا كان ص ٥٢مثال 
3
     فأوجد س

س ء
  ص ء
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 احمد حماد شعبان/                            إعداد الأستاذ في الریاضیات           كتاب الوافي 
 

  ٢١٤

  )الحل ( 
س ء
جا س  × ٢ س٣+ س × )  س ٣ جا ٣ -+ (  س ٣جتا  × ١ = ص ء

 + ٣س× ) جتا س + ( 
3
 جتا 1

3
  س 

+  جتا س ٣س+ جا س  ٢ س٣+  س ٣ س جا ٣ – س ٣جتا = 
3
 جتا 1

3
  س 

  /صفأوجد      جا س جتا س١٠= إذا كان ص     ٥٣مثال 
   س٢ جا ٥=  جا س جتا س ٢ × ٥=   ص )الحل ( 

   س٢ جتا ١٠=  س ٢ جتا ٢ × ٥  =/ص∴
  /صفأوجد      ٢)جتا س + جا س = ( إذا كان ص     ٥٤مثال 

   س٢جا  + ١=  س ٢جتا+  جا س جتا س ٢+  س ٢جا=   ص )الحل ( 
   س٢ جتا ٢ = /ص∴

  .س جتا س جا ٢ = س ٢ جا ، ١ = س ٢جتا + س ٢جا : أن تذكر 
  /صفأوجد         قتا س= إذا كان ص     ٥٥مثال 

=قتا س =   ص )الحل ( 
س جا

 = /ص∴ 1
س جا

1 س جتا-س جا  0
2

××
  

  

 =
س جا

س جتا-
2 = 

س جا
 × س جتا-

س جا
  ظتا س قتا س -  = /ص∴  1

  /صفأوجد      )٣ – س ٢ ( ٢جا= إذا كان ص     ٥٦مثال 
]=   ص )الحل (    32)-س 2 ( جا[

  ٢×  ) ٣ – س ٢( جتا ×  ) ٣ – س ٢(  جا ٢ = /ص
   )٦ – س ٤(  جا ٢ ) = ٣ – س ٢( جتا  ) ٣ – س ٢(  جا ٢ × ٢=   

= إذا كان ص     ٥٧مثال 
س جتا1

س جا
+

  /صفأوجد     
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  ٢١٥

  

 = /ص  )الحل ( 
) س جتا1 (

س جا ) س جا - ( - ) س جتا1 ( س جتا
2 +

+  

  

 =
) س جتا1 (

س جاس جتاس جتا
2

22

+
++ = 

) س جتا1 (

س جتا1
2 +

+
 = 

س جتا1 
1

+
  

= إذا كان ص     ٥٨مثال 
س 3 جتا
  /صفأوجد     س 2 جا

 = /ص  )الحل ( 
س 3 جتا

س 2 جا  س) 3 جا 3 (-- س 3 جتا  س 2 جتا 2
2

××  

  

 =
س 3 جتا

س 2 جا س 3 جا 3 س 3 جتا س 2 جتا 2
2

+
  

= س عند س ٢س جتا =   أثبت أن المماس لمنحنى الدالة ص ٥٩مثال 
2
                 ط

   .135oیصنع مع الاتجاه الموجب لمحور السینات زاویة قیاسھا 
  س× )  س ٢ جا ٢ -+ (  س ٢جتا  × ١ = /ص=   میل المماس )الحل ( 

   س٢ س جا ٢ – س ٢جتا =   

=عند س 
2
×٢ –جتا ط  = /ص∴    ط

2
  جا ط × ط

  135o=  ھـ ∴   ١ -=  ظا ھـ ∴    ١ - = ٠×  ط – ١-  = /ص∴

 -س (  جتا ٢+ جا س = حنى الدالة ص   أوجد میل المماس لمن٦٠مثال 
6
   )ط 5

  ط= عند س 
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  ٢١٦

 -س (  جا - [ ٢+ جتا س  = /ص=   میل المماس )الحل ( 
6
   ) ]ط 5

 -س (  جا ٢ - جتا س = 
6
   )ط 5

   ط= عند س 

 - ط (  جا ٢ - جتا ط  = /ص∴
6
×٢ – ١ - ) = ط 5

2
1 =  - ٢  

جتا س + جا س =   أوجد نقطة فى الربع الأول على منحنى الدالة ص ٦١ مثال 
  .یكون المماس عندھا موازیاً لمحور السینات 

  )الحل ( 
س ء
  )لأن المماس یوازى محور السینات  ( ٠=  جا س – س جتا = ص ء

∴جتا س =  جا س ∴
س جتا
 = 45o=  س ∴  ١=  ظا س ∴  ١ = س جا

4
  ط

  

 = 45oجتا  + 45oجا =  ص ∴
   2  

1 + 
   2  

1 = 
   2  

2   = ٢  

  

(  النقطة ھى ∴
4
    )٢ ،   ط
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 احمد حماد شعبان/         إعداد الأستاذ                                 تكتاب الوافي في الریاضیا
 

 ٢١٧

  النھایات
  .وتعاریــــــف مفاھیــــــم 

Ã  فإن  [  ∞ ، ∞ - = ]  ح ∈إذا كان س: 
 ∞ < ٣ - < ∞ - )  مثال(  ∞< س  < ∞ - .١
 ∞ = ٨ ± ∞)  مثال(     ∞=  س ± ∞ .٢
 ∞ -  = ٥ ± ∞ - )  مثال(    ∞ -=  س ± ∞ - .٣

Ã  فإن + ح∈إذا كانت س : 
  ∞ = ∞ × ٣)  مثال(     ∞ = ∞× س  .١
 ∞ -  = ∞ -  × ٤)  مثال(    ∞ - = ∞ -× س  .٢

٣. 
س
)  مثال(      ∞ = ∞

7
∞ = ∞ 

٤. 
س

)  مثال(      ∞ -  = ∞−
7
−∞ = - ∞ 

Ã  فإن - ح∈إذا كانت س : 
  ∞ -  = ∞ × ٣ - )  مثال(    ∞ - = ∞× س  .١
 ∞ = ∞ - × ٤- )  مثال(    ∞ = ∞ -× س  .٢

٣. 
س
)  مثال(      ∞ -  = ∞

−
∞

7
 = - ∞ 

٤. 
س

)  مثال(      ∞ = ∞−
−
−∞

7
 = ∞ 

Ã ٥- ، ٧)  مثال(  ھى الكمیة التى لھا ناتج محدد : الكمیة المعینة، 
4
3،٠ 

Ã المث(  ھى التى لیس لھا قیمة محددة  : الكمیة غیر المعینة  (
0
0، 

∞
∞ ،∞  - 

∞ 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/         إعداد الأستاذ                                 تكتاب الوافي في الریاضیا
 

 ٢١٨

Ã الكمیة غیر المعرفة : 
0
)  مثال(   }٠ { – ح ∈ حیث س س

0
5 ، 

0
7 − 

Ã 
±∞ 

)  مثال   (       ح∈ حیث س ٠ = س
∞
5 = ٠ ، 

∞
−4 = ٠ ، 

- 
3

∞
 = ٠ 

  .نقطـــة عند دالـــة نھایـــة 
  
  ٧ = ٧- ١٠+٤ ) = ٧- س٥+٢س( نھــــــــا    ١مثال 
  
   ٩ = ٩ نھــــــــا   ٢مثال 
  

 نھــــــــا    ٣مثال 
4  س

5 - س  س
2

32

+
+ = 

14
115

+
+− = 

5
3 −  

  

 نھــــــــا    ٤مثال 
3  س
9 س 2

+
−  = 

33
99

+
− = 

6
  صفر = صفر

  

 نھــــــــا    ٥مثال 
5 - س
3س + = 

0
  "الدالة لیس لھا نھایة " غیر معرف   8

  

ـا   نھـــــــ  ٦مثال 
4 س

6س - س 2
2

2

−
) = ٢( د∴   −

4 - 4
2  4 - 26 ×− = 

4 - 4
8 - 8 = 

0
0  

      
  ٠ ← هعندما     ٢ ←حیث س   ه + ٢= نضع س     

  
  ) =                                     =                                        ه+ ٢(د
  

  ٢ ←س 

  ٥ ←س 

  ١ ←س 

  ٣ ←س 

  ٥ ←س 

  ٢ ←س 

  ٦ –) ه+ ٢ (– ٢)ه+ ٢(٢
  ٤-  ٢)ه+ ٢(

  ٦ – ه -٢ –) ٢ه+ ه٤+٤(٢
  ٤- ٢ه+ ه٤+٤
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 ٢١٩

      
                =                =                =                                    =

  

 نھــــــــا ∴
4 س

6س - س 2
2

2

−
= نھــــــــا             = −

40
70

+
+ = 

4
7  

   

 نھــــــــا    ٧مثال 
4 س

6س - س 2
2

2

−
) = ٢( د∴   −

4 - 4
2  4 - 26 ×− = 

4 - 4
8 - 8 = 

0
0  

  
  المسبب للصفر فى(ونختصر العامل الصفرى ) إذا أمكن ذلك(نحلل البسط والمقام 

  )كل من البسط والمقام
  

نھــــــــا = 
)2(س 2)-(س

2)-(س 3)س (2
+

نھــــــــا  = +
2 س

3س 2
+
+ = 

22
43

+
+ = 

4
7  

  

 نھــــــــا    ٨مثال 
16 - س 4  س 2

س 4  س
2

2

+
) = ٤-( د∴  +

32- 16 - 16
16 - 16 = 

0
0  

  

نھــــــــا  =   
8) - س 2  (س 2

4)(س س
2+

نھــــــــا   = +
)2(س ) 4(س 2

)4 (س س
+−

+  

  

ـــا  نھـــــ=    
2) - (س 2

 = س
2  - 6

- 4
×

 = 
3
1  

  

  ٢ ←س   ٢ ←س 

  ٤- ←س 

  ٤- ←س 

  ٤- ←س   ٤- ←س 

  ٦ – ه -٢– ٢ه٢+ ه٨+٨
   ٢ه+ ه٤

 ٢ه٢+ ه٧
   ٢ه+ ه٤

) ه٢+٧( ه
) ه+ ٤( ه

   ه٢+٧
   ه+ ٤

  ٢ ←س 

   ه٢+٧
  ٠ ← ه   ه+ ٤

  ٢ ←س 
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 ٢٢٠

 نھــــــــا    ٩مثال 
15-س 4  س 3

1- 2)-س (
2

2

−
) = ٣( د∴  

27-12-15
11- = 

0
0  

  

نھــــــــا  = 
15-س 4  س 3

1 - 4  س 4 - س
2

2

−
نھــــــــا   = +

15-س 4  س 3

3 س 4 - س
2

2

−
+  

  

نھــــــــا= 
)3(س 5)س (3

3)-(س ) -1(س
+−

نھــــــــا  = 
5س 3

-1س
+

 = 
9 5
31-

+
 = 

14
2 = 

7
1  

  

 نھــــــــا     ١٠مثال 
س 4

12) س (3 - 1 ) = ٠( د∴    +
0

1 1− = 
0
0  

  

نھــــــــا =     
س 4

1)س 6 س (9 -1 نھــــــــا  = ++2

س 4
1-س 6 - س 9 -1 2

  

  

نھــــــــا =     
س 4

س 6 - س 9 - 2
نھــــــــا  = 

س 4
  +2)س (3 س 3-

  

نھــــــــا =     
4 

 = +2)س (3 3-
4

6 − = 
2

3 −  

  

  ٣ ←س 

  ٣ ←س   ٣ ←س 

  ٣ ←س   ٣ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س   ٠ ←س 

  ٠ ←س   ٠ ←س 

  ٠ ←س 
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 ٢٢١

 نھــــــــا   ١١مثال 
6س 2

9)- س ( 22

+
) = ٣-( د∴  

-66
9)-(92

+
 = 

0
0  

  

]نھــــــــا =    ]
3)س ( 2

3)-س ( 3)س (
2

+
نھــــــــا  = +

3)س ( 2
3)-س ( 3)س ( 22

+
+  

  

نھــــــــا =   
2

32)-س ( 3)س ( + = 
2

0  36 × = ٠  

  

 نھــــــــا   ١٢مثال 
6س 5 - س

12س 8- س- س
2

32

+

) =٢( د∴ +
4106

8-4-1612
−+

+ =
0
0  

  
  .ىالصفر العامل على والمقام البسط من كلاً نقسم صعباً التحلیل كان إذا 

  
  )٢ -س( بالقسمة بسطاً ومقاماً على 

  ٢ –      س ١٢+  س ٨ – ٢ س– ٣س
  
  ٦ –س  + ٢                         س٢س٢– ٣س
  

   س٨ – ٢س+ …  
  

   س٢ – ٢س      + 
  

  ١٢+  س ٦ -        …    
  

  ١٢+  س ٦ -                 

  ٣- ←س 

  ٣- ←س   ٣- ←س 

  ٣- ←س 

  ٢ ←س 
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 ٢٢٢

  
      …                   ...  

  

نھــــــــا =     
3)- س( 2)- س(

6)-س  س( 2)- س( نھــــــــا  = +2
3-س

6-س س 2+  

  

     =
2 - 3

4  2 -6 + = 
−1
0 = ٠  

 نھــــــــا  ١٣مثال 












+
+

2-س  س

1-س س - س
3

432

) =١( د∴





+
+

11-2
1-11-1

2

 =

0
0  

  
  )١-س( نقسم كلاً من البسط والمقام على 

  
  ١ –س   ١ –س  + ٣ س– ٤س
  ١ + ٣س    ٣ س– ٤س
..    ..  

   ١ –     س        
   ١ –        س     
    ..    ..          

  
  
   ١ –س   ٢ –س  ......  + ٣س
  ٢+ س  + ٢س    ٢ س– ٣س

  س + ٢    س  
   س – ٢    س  

   ٢ – س ٢          

  ٢ ←س   ٢ ←س 

  ١ ←س 
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 ٢٢٣

   ٢ – س ٢        
    ..        ..     

  

 نھــــــــا ∴












++

+

2)س س ( ) 1-س (

1) س ( 1)-س (
2

32

نھــــــــا  =  












++
+

2س س

1 س
2

32

  

  

 =






++
+

112
11

2

 = 





4
2

2

 = 
16
4 = 

4
1  

  

 نھــــــــا   ١٤مثال 







2-س

1
 - 

8- س

12
3  

  

نھــــــــا = 










++ 2-س
1

 - 
4)س 2  س ( 2)-س (

12
2  

  

نھــــــــا  = 
4)س 2  س ( 2)-س (

12 - 4)س 2  س (
2

2

++

نھــــــــا  = ++
المقام

8س 2  س 2+−  

  

نھــــــــا  = 
4)س 2  س ( ) 2-س (

4)س ( 2)-س (
2++

نھــــــــا   = +
4س 2  س

4س
2++

+  

  

 =
444

24
++

+ = 
12
6 = 

2
1  

  

  ١ ←س   ١ ←س 

  ٢ ←س 

  ٢ ←س 

  ٢ ←س   ٢ ←س 

  ٢ ←س   ٢ ←س 
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 ٢٢٤

فأوجد نھــــــــا    ٥+س٣) = س( إذا كان د  ١٥مثال 
و

س) د(-و)س د( +  

  

نھــــــــا = 
و

5)س (3- 5و)س 3( +++   

  

نھــــــــا = 
و

5س 3-5و 3س 3 نھــــــــا  = −++
و
  ٣ = ٣نھــــــــا  = و 3

  

 إذا كانت نھــــــــا   ١٦مثال 
3س

ب 3س ب)(3 س 2

+
 فأوجد قیمة ١٠ = +++

  ب

نھــــــــا 
)3س (

ب)س ( 3)س (
+

++ = ١٠  

  
  ١٣=  ب ∴  ١٠= ب  + ٣- ∴  ١٠) = ب+ س( نھــــــــا ∴
  

 نھــــــــا   ١٧مثال 
5-س

75- س 3 2
) = ٥( د∴    

5-5
75-75 = 

0
0  

  

نھــــــــا = 
5-س

25)- س ( 3 2
 نھــــــــا ٣ = 

5)-س (
5)س ( 5)-س ( +  

  
  ٣٠ = ١٠ × ٣) = ٥+ س (  نھــــــــا ٣= 
  

  ٠ ←و

  ٠ ←و

  ٠ ←و  ٠ ←و  ٠ ←و

  ٣- ←س

  ٣- ←س

  ٣- ←س

  ٥ ←س

  ٥ ←س  ٥ ←س

  ٥ ←س
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 ٢٢٥

 نھــــــــا   ١٨ مثال 
س 36- س 4

س 27- س
3

52
) = ٣( د∴        

0
0  

  

نھــــــــا = 
9)- س ( س 4

27)- س ( س
2

23
   

  

نھــــــــا = 
4
نھــــــــا  × س

3)س ( 3)-س (
9)س 3 س ( 3)-س ( 2

+
++  

  

 =
4
نھــــــــا ×  3

3س
9س 3 س 2

+
++ = 

4
3 × 

33
999

+
++ = 

4
3 × 

6
27 = 

8
27  

  

 نھــــــــا   ١٩ مثال 
2-س
64- س 6

) = ٢( د∴         
0
0  

  

 نھــــــــا  : النظریة نستخدم  
أ-س
أ- س

نن

أ × ن = 
1 - ن

 .  

  

نھــــــــا = 
2-س
2- س 66

 = ٦ × 25 = ١٩٢ = ٣٢ × ٦  

  

 نھــــــــا   ٢٠مثال 
5-س

75- س 3 2
) = ٥( د∴    

5-5
75-75 = 

0
0  

  
  ٥ ←س

  ٢ ←س

  أ ←س

  ٢ ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س  ٣ ←س

  ٣ ←س
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 ٢٢٦

نھــــــــا = 
5-س

25)- س ( 3 2
 نھــــــــا ٣ = 

5-س
5- س 22

 = ٣٠ = ٥ ×٢ × ٣  

  

 نھــــــــا   ٢١ مثال 
س- س 4

س- س 32
35

27
) = ٢(د∴      

0
0  

  

 نھــــــــا  : النتیجة نستخدم  

أ- س

أ- س
مم

نن

 = 
م
أ × ن

م-ن

.  

  

نھــــــــا = 
) س-(4 س

) س-(32 س
32

25
نھــــــــا  = 

س
نھــــــــا  × 1

2- س

2- س
22

55
  

 =
2
1 × 

2
5 × 23=  ١٠  

 نھــــــــا   ٢٢ مثال 
س 36- س 4

س 27- س
3

52
) = ٣( د∴        

0
0  

  

نھــــــــا = 
9)- س ( س 4

27)- س ( س
2

23
نھــــــــا  =  

4
نھــــــــا  × س

3- س

3- س 
22

33
  

  

 =
4
3 × 

2
3 × ٣ = 

8
27  

  

  ٥ ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س  ٣ ←س  ٣ ←س

  ٢ ←س

  ٢ ←س  ٢ ←س  ٢ ←س

  ٥ ←س

  أ ←س
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 ٢٢٧

 نھــــــــا   ٢٣ مثال 
243 س

81- س
5

4

+
) = ٣-( د∴        

0
0  

  

نھــــــــا = 
(-3)- س

(-3)- س
55

44
 = 

5
4 × )3(1 −− = 

5
4 × 

−3
1 = 

15
4−    

  

 نھــــــــــــــــا   ٢٤ مثال 
1 س 2
1 س 16 4

+
) = ٠٫٥-( د∴   −

0
0  

  

نھــــــــا = 
1)- (- س 2
1)- (- س) (2 44

 = ٤-  = ٣)١- (  × ٤  

  

 نھــــــــا   ٢٥مثال 
4- س

2
1
128 س  4−

) = ٤( د∴        
0
0  

  
   بسطاً ومقاما٢ً× بالضرب 

  

نھــــــــا = 
4)-س ( 2

256 س 4− = 
2
 نھــــــــا 1

4-س
4- س 44

 = 
2
1 × ٤ × 43 = ١٢٨  

  

 نھــــــــا   ٢٦مثال 
4- س

40- س س
2

53 ) = ٢( د∴       +
0
0  

  

  ٣- ←س

  ٣- ←س

  ٠٫٥ - ←س

  ١- ←س٢

  4 ←س

  4 ←س  4 ←س

  ٢ ←س
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 ٢٢٨

نھــــــــا = 









+

4- س

32- س
  

4- س

8- س
2

5

2

3
نھــــــــا  = 










+

2- س

2- س
  

2- س

2- س
22

55

22

33
  

  

 =
2
5
  2  

2
3
  2 3 ×+× = ٢٣ = ٣ + ٢٠  

  

 نھــــــــا   ٢٧مثال 
1-س

) = ١( د∴        −1   س    س
0
0  

  

 نھــــــــا= 
1-س

1 س  س 5
1

نھــــــــا  = −×
1-س
1- س 5

6
5
6

 = 
5
6
  15

1

× = 
5
6  

  

 نھــــــــا   ٢٨ مثال 
1)-س (

1)-     س     ( 1)-     س     (
) = ١( د∴  2

0
0   

  

نھــــــــا = 
1 - س
1 - س

  
1-س
1 - س 3

1
3
1

2
1

2
1

× = 
3
1
  1  

2
1
  1 3

-2
2

1

×××
−

 = 
6
1  

  

 نھــــــــا   ٢٩مثال 
 س

س

1

- س
س

1

3
3

4
4

−
) = ١-( د∴        

0
0    

  
  ٠ ≠ حیث س ٤س× بالضرب بسطاً ومقاماً 

  ٢ ←س  ٢ ←س

  1 ←س

٥

  1 ←س

  1 ←س

٣

  1 ←س

  ١- ←س

  1 ←س
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 ٢٢٩

  

نھــــــــا = 
س- س

1 س
7

نھــــــــا   = −8
1)- س ( س

1 س
6

8−  

  

نھــــــــا = 
س
نھــــــــا  × 1

(-1)- س

(-1) - س
66

88
 =  -١ × 

6
8
  (1-)2 × = 

3
4−  

  

 إذا كان نھــــــــا   ٣٠مثال 
1-س

2- س س نن 5   فأوجد قیمة ن   ١٢ = +

  

نھــــــــا 










−
−

+
−
−

1 س
1 س

1 س
1 س ننن 5ن 5

  1-ن1× ن  + 1-ن 15× ن ٥ = 

  
  ٢=  ن ∴  ١٢= ن ٦= ن + ن ٥= 
  

 نھــــــــا   ٣١ مثال 
و

-1   و1    ) = ٠( د∴        +
0
0    

  

نھـــــــــــا    = 
1- و)(1

1 و)(1 3
1

3
1

+
+− = 

3
1
  13

2

×
−

 = 
3
1  

  
  ١ –ص =  و ∴  ص= و + ١نضع    : رحل آخ

  ١ ← ص ∴    ٠ ←عندما و       
  

  ١- ←س  ١- ←س

  ١- ←س  ١- ←س

  ١ ←س

  ١ ←س

٣

  ٠ ←و

  ١ ←و+ ١
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 ٢٣٠

نھــــــــا = 
1- ص
1 ص 3

1
3
1

− = 
3
1
  13

2

×
−

 = 
3
1  

  

 نھــــــــا   ٣٢مثال 
1-س

81 2)س ( 4 ) = ١( د∴       −+
0
0    

  

نھـــــــــــا    = 
3-2)(س

3 2)س ( 44

+
+− = ٤ × 33 = ١٠٨ = ٢٧ × ٤  

  
  ٢- ص=  س ∴    ص = ٢+نضع س   : حل آخر

  ٣ ← ص ∴     ١ ←عندما س     
  

نھــــــــا = 
1-2-ص
81 ص نھــــــــا  = −4

3-ص
3- ص 44

 = ٤ × 33 = ٢٧ × ٤ = 

١٠٨  
  

 نھــــــــا   ٣٣مثال 
4س

1 3)س ( 7

+
) = ٤-( د∴        ++

0
0    

  

نھـــــــــــا    = 
(-1)- 3)س (
)1( - ) 3س ( 77

+
+− = ٧ × )1(6 − = ٧ = ١ × ٧  

  
  ٣- ص=  س ∴    ص = ٣+نضع س   : حل آخر

  ١- ← ص ∴    ٤- ←عندما س     
  

  ١ ←ص

  ١ ←س

  ٣ ←٢+س

  ٣ ←ص  ٣ ←ص

  ٤- ←س

  ١- ←٣+س
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 ٢٣١

نھــــــــا = 
34-ص

1 ص 7

+
نھــــــــا  = +

(-1)- ص
(-1)- ص 77

 = ٧× )1(6 −=١ × ٧ = 

٧  
  

 نھـــــــا   ٣٤مثال 
3)-(س س
1 2)-(س ) = ٣( د∴        −3

0
0  

  

نھــــــــا = 
س
نھـــــــــــا   × 1

1 - 2)-(س
1- 2)-(س 33

 = 
3
1 × ٣ × 12 = ١  

  

 نھــــــــا   ٣٥ مثال 
16- س

243- 1)(س
4

5 ) = ٢( د∴      +
0
0  

  

نھــــــــا = 
2-س

243- 1)(س
  

16- س

2-س 5

4
+

×  

  

نھـــــــــــا   = 
3- 1)(س
3 1)(س 55

+
نھــــــــا  × −+

2- س

2 س
44

11 −  

  

 =٥ × 34 × 
4
1 × 23− = ٨١ × ٥ × 

4
1 × 

8
1 = 

32
405  

  

 نھــــــــا   ٣٦مثال 
و

32- و)(2 5 ) = ٠( د∴        +
0
0    

  ٣ ←س

  ١- ←ص

  ١ ←٢-س  ٣ ←س

  2 ←س

  2 ←س

  2 ←س  3 ←١+س

  ٠ ←و

  ١- ←ص
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 ٢٣٢

  

نھـــــــــــا   = 
2-و)(2
2 و)(2 55

+
+− = ٥ × 24 = ٨٠ = ١٦ × ٥  

  

 نھــــــــا   ٣٧مثال 
و 7

32- و)(2 5 ) = ٠( د∴        +
0
0    

  

 =
7
نھــــــــا  × 1

7
1
و 7  

32- و)(2 5

×

+ = 
7
نھــــــــا  × 1

و
32- و)(2 5 +  

  

 =
7
نھـــــــــــا   × 1

2-و)(2
2 و)(2 55

+
+− = 

7
1 × ٥ × 24 = 

7
80  

  

 نھــــــــا   ٣٨مثال 
و 

32- و) 3(2 5 ) = ٠( د∴       +
0
0    

  

نھــــــــا  × ٣= 
و  3

32- و) 3(2 5

×
نھـــــــــــا   × ٣ = +

2-و) 3(2
2- و) 3(2 55

+
+  

  
 =٥ × ٣ × 24 = ٢٤٠ = ١٦ × ٥ × ٣  
  

 نھــــــــا   ٣٩مثال 
و 7

32- و) 3(2 5 ) = ٠( د∴       +
0
0    

  

  ٠ ←و

  ٢  ←و+ ٢

  ٠ ←و  ٠ ←و

  ٠ ←و

  ٢ ← و٣+٢  ٠ ←و

  ٢  ←و+ ٢

  ٠ ←و
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 ٢٣٣

 =
7
نھــــــــا  × 3

7
3
و 7  

32- و) 3(2 5

×

+ = 
7
نھــــــــا  × 3

و 3
32- و) 3(2 5 +  

  

 =
7
نھـــــــــــا   × 3

2-و) 3(2
2 و) 3(2 55

+
+− = 

7
3 × ٥ × 24 = 

7
240  

  

 نھــــــــا   ٤٠ مثال 
-1س

2-   3س    ) = ١( د∴        +
0
0  

  
  .البسط مرافق × ومقاماً بسطاً بالضرب 

  

نھــــــــا = 
-1س

2-   3س    + × 
2   3س   
2   3س   

++
نھــــــــا  = ++

المقام
4-3)(س +  

  

نھــــــــا = 
2)   3س   ( -1)س (

-1)س (
++

نھــــــــا  = 
2   3س   

1
++

 = 
4
1  

  

 نھـــــــــــا    ٤١ مثال 
   16س  س   - 4

1 س
2

3

++

) = ١-( د∴    +
0
0  

  
  .المقام مرافق × ومقاماً بسطاً بالضرب 

  

 نھــــــــا =
   16س  س   - 4

1 س
2

3

++

+ × 
   16سس    4

   16سس   4
2

2

+++
+++  

  

  ٠ ←و  ٠ ←و

  ٢  ← و٣+٢

  ١ ←س

  ١ ←س  ١ ←س

  ١ ←س  ١ ←س

  ١- ←س

  ١- ←س

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/         إعداد الأستاذ                                 تكتاب الوافي في الریاضیا
 

 ٢٣٤

نھـــــــــــا = 
16)س س (- 16

البسط
2++

نھـــــــــــا  = 
س س - 

البسط
2−

  

  

نھــــــــا = 
1)س ( س-

)   16س س   (4 1)س- س ( 1)س ( 22

+
+++++  

  

نھــــــــا = 
س-

)   16س س   (4 1)س- س ( 22 ++++  

  

 =
1

1)1(1 ) 4   11-16   ( ++++ = 
1

3  8 × = ٢٤  

  

 نھــــــــا   ٤٢مثال 
2-    س-7   
2-   1س    ) = ٣( د∴        +

0
0  

  
  .المقام مرافق × البسط مرافق × ومقاماً بسطاً بالضرب 

  

نھــــــــا = 
2)   س-7   ( 2)   1س   ( 2)-   س-7   (
2)   س-7   ( 2)   1س   ( 2)-   1س   (

+++
++++  

  

نھــــــــا = 
2)   1س   ( 4)-س-(7

2)   س-7   ( 4)-1س (
++

++  

  

نھــــــــا = 
2)   1س   ( س)-(3

2)   س-7   ( 3)-س (
++

نھــــــــا  = +
2)   1س   ( 3)-س (-

2)   س-7   ( 3)-س (
++

+  

  

  ١- ←س  ١- ←س

  ١- ←س

  ١- ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س

  ٣ ←س  ٣ ←س

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 احمد حماد شعبان/         إعداد الأستاذ                                 تكتاب الوافي في الریاضیا
 

 ٢٣٥

  نھــــــــا - = 
2   1س   
2   س-7   

++
+ =  - 

22
22

+
+ =  -١  

  
  

  .اللانھایـــة عند دالـــة نھایـــة 
  

 نھــــــــا  
س

أ
  .+ح ∈ ن ، ح ∈ أ حیث    صفر = ن

  
لإیجاد نھایة دالة كسریة جبریة عند اللانھایة نقسم كلاً من البسط والمقام على 

  المتغیر س مرفوعاً لأكبر قوة لھ فى المقام
  

 نھــــــــا   ٤٣مثال 
3-س 2 س 4

7س 5- س 3
2

2

+
نھــــــــا  = +

4  
س
2

 - 
س

3

3 - 
س
5

 
س

7

2

2

+

+
  

  
  ٢ سوذلك بقسمة كلاً من البسط والمقام على

  

 =
400
300

+−
−+ = 

4
3  

  

 نھــــــــا   ٤٤مثال 
2س 5 س

1)س ( ) 3-س 2 (
3−+

نھــــــــا  = +
2س 5- س

3-س- س 2
3

2

+
  

  

  ٣ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س  ∞ ←س

  ∞ ←س  ∞ ←س
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 ٢٣٦

 نھــــــــا = 
1

س

5

س

2
س 

2

س

1
 -

س

3

23

23

−+

−
    وذلك بقسمة كلاً من البسط والمقام على 

  ٣س
  

 =
100
000

−+
−− = 

1
0 = ٠  

  

 نھــــــــا   ٤٥مثال 
1)-س (2 س
2 س 5 - س نھــــــــا  = +23

س- س 2

2 س 5- س
2

23+  

  

نھــــــــا = 
2

س
1

 س 5 -1 
س

2
2

−

+
  ٢وذلك بقسمة كلاً من البسط والمقام على س  

  

 =
20

10
−

−∞+ = 
2

   الدالة لیس لھا نھایة∴    ∞ -  = ∞ -

  

 نھــــــــا   ٤٦مثال 










+ 1س
س 2

3)-س (2 - 
2

  

  

نھــــــــا = 
1س

1)س ( 3)-س 2 ( - س 2 2

+
+  

  

  ∞ ←س

  ∞ ←س  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س
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 ٢٣٧

نھــــــــا = 
1س

3)-س- س 2 ( - س 2 22

+
  

  

نھــــــــا = 
1س

3س س 2 - س 2 22

+
نھــــــــا  = ++

1س
3س

+
+  

  

نھــــــــا = 
1

س
1

1
س
3

+

+
 = 

10
10

+
  وذلك بالقسمة بسطاً ومقاماً على س  ١ = +

  

 نھــــــــا   ٤٧مثال 
  1 س 9   

3-س 4
2+

نھــــــــا  = 
9( س   

س

1
(  

3-س 4
2

2 +
  

  

نھــــــــا = 
9     س   

س

1
  

4( س
س
3

(

2 +

−
ھــــــــا ن = 

      9
س

1
  

4
س
3

2 +

−
 = 

   90  
40

+
−  

  

 =
3
4  
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 ٢٣٨

 نھــــــــا   ٤٨مثال 
  1 س   

   س- س     
7

52

+
نھــــــــا  = 

1( س   
س

1
(

1( س   
س

1
(  

7
7

5
3

+

−
  

  

نھــــــــا = 
1      س

س

1
  

1       س
س

1
  

7

3

+

−
نھـــــــــــا  = 

   1
س

1
  

   1
س

1
  

7

3

+

−
 = 

   10  
   10-  

+
 = 

١  
  

( نھــــــــا   ٤٩مثال 
س
2

(3  )
س
1

)  1س س     2 +×++  

  

(نھــــــــا = 
س
2

(3  
س
1

1( س      
س
1

س

1
(  2
2 +×++  

(نھــــــــا = 
س
2

(3  
س
س

     1
س
1

س

1
  2 +×++) = ٠+٠+١×   ) ٣+٠ =  

٣  
  
    )١– ٢    س-  ١ +٢س(     نھــــــــا   ٥٠مثال 
  

 نھــــــــا =
)  1- س     1 س   (

)  1- س     1 س   ( )  1- س   -  1 س   (
22

2222

++

+++  

  

  ∞ ←س  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س

  ∞ ←س

٥  

٧  

٥  

٧  

٥  

٧  

٥  

٧  

٥  

  ∞ ←س  ٧

  ∞ ←س
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 ٢٣٩

نھــــــــا = 
1( س   

س

1
1( س          )

س

1
  (

1)- (س - 1) (س
2

2
2

2

22

++−

+  

  

نھــــــــا= 
1     س   

س

1
1      س  

س

1
  

2

22 ++−
  

  
  بالقسمة بسطاً ومقاماً على س

  

نھــــــــا = 
      1

س

1
        1

س

1
  

س
2

22 ++−
 = 

11
0
+

 = ٠  

  

  إذا كانت نھــــــــا  :٥١مثال 
  7 س 4

  1- س 3 س ب    
2

32

+

   فما قیمة ب ؟١ - = +

  

نھــــــــا = 
4( س   

س

7
(  

ب ( س   
س
3

س

1
(  

2
2

3
3

+

+−
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٣  
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 ٢٤٠

نھــــــــا = 
4     س  

س

7
  

ب     س   
س
3

س

1
  

2

3

+

+−
  

  

 =
   40  

  -00ب   
+
+ = 

2
=  ب ∴    ٢ - =     ب  ∴  ١ -  =   ب   

- ٨  
  

  .المثلثیـــة الدوال نھایـــة 
  

 نھــــــــا  
س
 نھــــــــا   ،    ١ = س جا

س ب
 = س أ جا

ب
  .أ

  

 نھــــــــا  
س
 نھــــــــا  ،    ١ = سظا 

س ب
 = س أظا 

ب
  .أ

  
  ١= نھــــــــا جتا أ س   ،  ١=  نھــــــــا جتا س   .ملاحظة 

  
  

 نھــــــــا   ٥٢مثال 
س
    ٥ = س 5 جا

 نھــــــــا   ٥٣مثال 
س 3

 = سظا 
3
1  

  

  ∞ ←س

٣  

٣  ٣  
٣  

  ٠ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س   ٠ ←س 
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 ٢٤١

 نھــــــــا    ٥٤مثال 
س 7 جا
نھــــــــا  = س 3

س
س 7 جا

س
س 3

 = 
7
3  

  
  وذلك بالقسمة بسطاً ومقاما على س

  

 نھــــــــا   ٥٥مثال 
س 5 جا
نھــــــــا  = س 8ظا 

س
س 5 جا

س
س 8ظا 

 = 
5
8  

  

 نھــــــــا   ٥٦مثال 
س 5ظا   س 4
س 7 جا  س 2

+
ا نھــــــــ = +

س
 س 4

س
س 5ظا 

س
 س 2

س
س 7 جا

+

+
  

  

=
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+
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9
9 =١  

  

نھــــــــا    ٥٧مثال 
س جا 3

س 7- س 5 2
نھــــــــا  = 

س
س جا 3
س

س 5
 

س
س 7 2

−
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 ٢٤٢

نھــــــــا = 

س
س جا 3
7 س 5 − = 

3  1
07

×
− = 

3
- 7  

  

 نھــــــــا   ٥٨مثال 
س 3 جتا س 5
نھــــــــا  = سظا  4 - س جا

س
س 3 جتا  س 5

س
 س جا

س
سظا  4

×

−
  

  

 =
5  1

1 -4  1
×

× = 
5

3 −  

  

 نھــــــــا   ٥٩مثال 
س 4 جا

س 5
2

2
نھــــــــا  = 

س

س 4 جا
س

س 5

2

2

2

2

   

  
  ٢ على سوذلك بالقسمة بسطاً ومقاماً

  

نھــــــــا = 









س
س 4 جا

5
2 = 
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5
2 = 
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 ٢٤٣

 نھــــــــا   ٦٠مثال 
س ظا- س 2

س جا س 3
22

22 نھــــــــا  = +

س

س 2
 

س

س ظا
س
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س

س جا

2

2

2

2

2

2

2

2

−

+
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س
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2

2
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 نھــــــــا   ٦١مثال 
س 5
نھــــــــا × نھــــــــا جتا س  = س 3 حا س جتا

س 5
  س 3 جا

  

 =١ × 
5
3 = 

5
3  

  

نھــــــــا =  س ٥ س قتا ٧ ظتا ٢ نھــــــــا س  ٦٢مثال 
س 5 جا  س 7ظا 

2س

×
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 ٢٤٤

  ) س٤ قتا –س ٥ظتا (  نھــــــــا س  ٦٣مثال 

 سنھـــــــا = 
س 5ظا 

1 
س 4 جا

1








−  

  

نھــــــــا = 







−

س 5ظا 
س

س 4 جا
نھــــــــا  = س
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س
س 5ظا 

س
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س
س 4 جا

س
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5
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 ( نھــــــــا   ٦٤مثال 
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س 4 جا 2) 5 نھــــــــا  = +
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س 3
  س 4 جا 2  س 4 جا 5
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3
4 + ٠ × ٢ = 

3
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س ظتا+١( ٢ نھــــــــا س  ٦٥مثال  س قتا ×٢نھــــــــا س ) = 2 2  
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س
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2
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 ٢٤٥

ــــــا  نھــ  ٦٦مثال 
س 7

س 2 جتا -1
نھــــــــا  = 2

س 7

س) جا 2-(1 - 1
2

2
  

نھــــــــا = 
س 7

س جا 12 - 1
2

2 نھــــــــا  = +
س 7

س جا 2
2

2
  

  

 =
7
نھــــــــا  × 2








س
س جا

2

 = 
7
2 × ١ = 

7
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 نھــــــــا   ٦٧مثال 
س      4
  س       7ظا 

  
  ٠ ←تكون ص   ٠ ←وعندما س   س=     نضع ص 

  

نھــــــــا = 
ص 4
 = ص 7ظا 

4
7  

  ٠ ←س 

  ٠ ←س   ٠ ←س 

  ٠ ←س 

  ٠ ←ص 

  ٠ ←س 

  ٠ ←س 

٥
٥

٥

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


 ٢٤٦

   التكاملقواعد  بعض
  

  توجد قواعد  لتكامل  حاصل ضرب دالتین أو خارج قسمة  دالتین   وفیما یلي  جدول بعض التكاملات  الغیر  المحدودة     لا
    Α      ∋  Ηث ،    :       حیث    ن   ھي  مجموعة الأعداد النسبیة   ، حیث  

  
  ث         +  س =    س  د )       ١   
  
     ٢       (Α  س  د      =Α س      د    =Α ث +   س  

   
   } ١ - { - Ν   ∈ث              حیث   ن =                              +    س    دن   س)        ٣    
  

  ث      +    جــتــا س  -=   س    د  )  جـــــــا س ()         ٤    
  Η=                                                          مجال الدالة    ف                             

  ث            +  جــــا س  =    س    د   )  جـــتــــا س()         ٥    
     

  Ξ   ∈حیث     م }      م ط +   {                  -  Η= ث   ،      ف +  ظــــا س  =   س    د  ) س٢  قــــــا()        ٦    
                                                                                      

          Ξ   ∈حیث     م }      م ط  {   -  Η=  ث    ،   ف  +    ظـــتـــا س  -=  س    د   ) س٢  قــتــا()         ٧    
      
  Ξ   ∈حیث     م }      م ط +   {                  -  Η= ث   ،      ف +  قـــــا س  =   س       د  )ـــــا س ظـــا س    قـ()        ٨    

                                                                                      
          Ξ   ∈حیث     م }      م ط  {   -  Η=  ث    ،   ف  +    قـــتـــا س  -=  س    د  )   قــتــا س   ظـــتــا س ()        ٩    
  
  

  طرق التكامل  بالتعویض  یمكن تحویلھا إلى احدى  الصور  المحتواه داخل الجدول السابق 
  

           :١ - ≠      ن س دن   ) ب  +     س Α     ( أو    ١ -  ≠     ن    و   ن تكامل دالة   خطیة  مرفوعة لأس :اولا  
  

         ١ - ≠س      ن د ن   ) ب  +     س Α(  تكامل دالة خطیة  مرفوعة  لأس  على  صورة   
  

           )Α ( =         س   د ن   ) ب  +     سΑ ث        +  ١+ ن ) ب  +     س  
  ١+       ن                                                               

   
  ث        +  ١+ ن ) ب  +     س Α (          ١   =  أي  أن   تكامل  دالة خطیة  مرفوعة  لأس  ن   

  ١+                                                                معامل س             ن  
  
  

  : تكامل  دالة  دائریة  زاویتھا  دالة  خطیة   ¨ ثالثاً 
  
  ث   )   +   ب+     س Α(             جـــتـــا -    =   سد   )  ب+     س Α(  جــــا )        ١
  
  ث   )   +   ب+     س Α(جــــا     =                سد   )  ب+     س Α(  جـتـــا )        ٢
  
  ث   )   +   ب+     س Α(ظـــــا     =                 سد   )  ب+     س Α (  ٢قــــا)        ٣
  
  ث   )   +   ب+     س Α(         ظــتـــا  -    =   سد   )  ب+     س Α (  ٢قـــتـــا)        ٤
  
  ث   )   +   ب+     س Α(قـــــا     =          سد   )     ب+     س Α(ظـــــا   )  ب+     س Α(  قــــا )        ٥
  
  ث   )   +   ب+     س Α(         قــتـــا  -    =   سد   ) ب+     س Α(ظــتـــا    )   ب+     س Α(  قـــتـــا )        ٦

  ١+ ن س

  ١+  ن 

 ط
 +
  م

 ط
 +
٢  

١  
Α 

١  
Α 

١  
Α 

١  
Α 

١  
Α 

١  
Α 

١  
Α 
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 ٢٤٧

  
  
  

  : تكامل  دالة  دائریة  زاویتھا  دالة  خطیة  لا یمكن  تكاملھا إلا بتحویلھا  إلى  دوال  اخرى  ¨ رابعاَ 
  
  ) جــتــا  ضعف  الزاویة   +   ١)  =           (  زاویة  (  ٢    جــتــاσ)    س ٢تــا جــ +   ١(         =    س   ٢جــتــا) ١
  
  )   جــتــا  ضعف  الزاویة  - ١)  =           (  زاویة  (  ٢    جــــاσ)    س ٢  جــتــا - ١(         =    س   ٢جــا) ٢
  
     ١  -)  نفس الزاویة    (  ٢قـا)  =      زاویة  (  ٢ــــا    ظσ     ١ -   س٢قــا      =   س   ٢ظــــا) ٣
  
     ١  -)  نفس الزاویة    (  ٢قـتا)  =      زاویة  (  ٢    ظـتـــاσ     ١ -س    ٢قـتـا      =   س   ٢ظـتـــا) ٢

  : ملاحظة 
    )   )    ب+    س Α (  ٢جــتــا  +   ١(           )   =   ب+     س Α (    ٢جــتــا) ١
  
  
    )   )   ب+     س Α (  ٢  جــتــا - ١(           )   =   ب+     س Α (    ٢جــا) ٢
  
       ١ -   )  ب+     س Α(   ٢قــا        )   =  ب+     س Α (    ٢ظــــا) ٣
  
       ١ -    )  ب+     س Α  (  ٢قـتـا        )   =  ب+     س Α (    ٢ظـتـــا) ٢
  لاحظة  م
   تكامل الدالة  الدائریة  لنفس الزاویة =  تفاضل الزاویة   × تكامل دالة دائریة  لزاویة  ما  
  
  
  

  )  : س (  دَ    ×   ن)  ] س ( د  [  تكامل  دالة  على الصورة  ¨ خامساً 
     ) ١  ≠تكامل حاصل ضرب دالة مرفوعة  لأس   ن   في  مشتقتھا  حیث  ن   عدد نسبي   و   ن   ( 
  

  :   فإن  }     ١ -  { -  Ν  ∈أي أن إذا كانت الدالة  قابلة للإشتقاق  خلال  الفترة  ف  وكان   ن  
     

  ث   +   ١  +ن )  ] س ( د [ =   س  د ) س ( دَ ×  ن  )  ] س ( د       [ 
   ١+   ن                                                              

  ث   +   ١  +ن ] الدالة   [ =   مشتقتھا    ×   ن]الدالة     [     
  ١+   ن                                                   

  : ملاحظة 
   ١ ≠ إذا كانت  لدینا دالتین  مضروبتین  أو مقسومة  وامكن تحویلھا  إلى  حاصل  ضرب بشرط أن  اس  المقام  

  :لأخرى   فإنھ یمكن  اتباع  ما یلي  وكانت  احداھما  مشتقة ا
نوجد  مشتقة  الدالة  فإذا كانت  الدالة  الاخرى  ھي  مشتقة  الدالة او شبسھھ بمشتقة الدالة  )  س (  نفرض أن  الدالة   ذات الأس  ھي  د 

  :     فإن  الدالة  تصبح  
  ث   +   ١  +ن )  ] س ( د [ =   س  ∀) س ( دَ ×  ن  )  ] س ( د       [ 

   ١+   ن                                                              
  
  
  
  
  
  
  
  
  

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 
١  
٢ 
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 ٢٤٨

  
     ٢ب +  ٢ سΑ٢      ،  ٢ب  - ٢ سΑ٢      ،  ٢ سΑ٢  - ٢ب    تكامل  الدوال على صورة¨ ً 

       
       س∀) س (  دَ    ×   ن)  ] س ( د [    على  صورة         في  المقام  أو  البسط  بحیث  لایكون  التكامل٢ب  - ٢ سΑ٢   أو على صورة

  
 بواسطة  العلاقات  وتحول  التكاملات إلى نوع  سبق دراستھ  ، ھذه  العلاقات تستنتج من المتطابقات الأساسیة  من  الجذر   یمكن التخلص

  س   ٢قتــا =  ١   +   س ٢س   ،  ظتـا٢قــا =  ١   +   س ٢  ،  ظـا١=  س   ٢جـتا+   س ٢جـا:    الأولى  لحساب  المثلثاث  
  :  یمكن استخدام  ھذه العلاقات  سواء كانت  ھذه الدوال  كسریة  أو  جذریة  

  
       الـــــــــــتــــــــــعویض               الــــــــــصــــــــــورة 

  
       في المقام ٢ سΑ٢  - ٢ب     أو   ٢ سΑ٢  - ٢ب      

    ) ٢    متغیر-    ٢عدد           (     

  
     جـتــا ص  ب =    جــا ص            أو     س   ب =    س 

             Α                                            Α  
  

      Αأو     ٢ب -  ٢ س٢     Αفي المقام    ٢ب  -  ٢ س٢  
    ) ٢    عدد-    ٢متغیر               ( 

  
     قـتــا ص  ب =    قــا ص            أو     س   ب =    س 

             Α                                            Α  
  

     Αأو     ٢ب  +  ٢ س٢     Αفي المقام    ٢ب  +  ٢ س٢       
    ) ٢عدد+       ٢متغیر               ( 

  
     ظـتــا ص  ب = أو     س    ظــا ص              ب =    س 

             Α                                            Α  
  

*****************************************************************************************  
  س   ٢  جـتا-  ١=   س ٢جـا                                           : ملاحظات  

     ١=  س   ٢جـتا+   س ٢جـا )١
  

  س   ٢  جــا-  ١=   س ٢  جتـا                                                        
  
 ١  -س  ٢قــا =   س ٢  ظـاσس   ٢قــا =  ١+  س ٢ظـا )٢
 

 ١  -س  ٢قـتـا =   س ٢  ظـتاσس   ٢قــا =  ١+   س ٢ظتـا )٣
  
  )  س   ٢اجتــ+   ١=     (   س ٢جتـا)  ٤ 

  
  
  )  س   ٢   جتــا-  ١=        (    س ٢جــا) ٥
  
   جــاس جــتــا س ٢= س  ٢جــا) ٦
  
  س ٢  جــــا- س ٢جــتــا=    س ٢جــتــا ) ٧
  
      ٢)  المجاور( +     ٢)  المقابل   =    (    ٢)  الوتر  :  ( نظریة  فیثاغورس   ) ٨
  
  

      ٢)  المجاور(     -    ٢)  لوتر  ا( =                  المقابل  
  

                             
      ٢)  المقابل (     -    ٢)  الوتر  ( =                  المجاور 

  
  
  
  
  
  
  

١  
٢ 

١  
٢ 

  
  
   

 ص     

     ٢)  المجاور( +     ٢)  المقابل  =    ( الوتر  

     ٢)  قابل الم(   -    ٢ )  الوترا(          =  مجاورال             

     ٢ )جاور الم(   -    ٢ )  الوترا    (  =مقابل ال   
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 ٢٤٩

  : بعض  الملاحظات 
  المقابل =        ،  ظــــاس                 المجاور =               ،             جــتــاس  المقابل  =  جـــاص   )١

                          الوتر                                                 الوتر                                        المجاور
  المجاور=     ،  ظــتـــاس                          الوتر=               ،              قــــاس  الوتر =        قــتـــاص  

                          المقابل                                           المجاور                                            المقابل
  
   س   Α = ص         جــاσ  جــا ص           ب  =  س )  ٢

               Α                                           ب    
  
   س        Α    ١-جــا=          ص  σ س        Α = ص     جــا)  ٣

                        ب                                           ب
  : ورة  دالة في مشتقتھا نتبع مایلي لحل  دوال على الصورة  دالة  كسریة  في بسط  أو في  مقام  سواء  فیھا جذر  أو غیر ذلك  ولیست على ص) ٤
 G  

      جــا ص ب=           نضع    س ٢ سΑ٢  - ٢ب         =    ٢)  مقدار متغیر  ×  عدد (  -    ٢)  عدد                      (  
                                                                                                                               Α   

  
      قــا ص ب=            نضع    س ٢  ب   -  ٢ سΑ٢           =    ٢)  عدد(  -    ٢)  متغیر  × عدد                      (  

                                                                                                                             Α  
  

      ظــا ص ب=           نضع    س ٢ ب  +   ٢ سΑ٢           =    ٢)  عدد( +     ٢)  متغیر  × عدد                      (  
                                                                                                                             Α  

A  نشتق  الطرفین ]      ( جــا ص    أو   قــا ص     أو  ظــا ص     [    ب  =   نفرض  أن    س (  
                               Α  

          ]  جــا ص    أو   قــا ص     أو  ظــا ص     [    ب  =  مثلاً        س  
                       Α  

   σ       ص   د  ص  ٢ص    ،  قــــاد  ص  ،  قــا ص  ظـاص  دجــتــا ص     [    ب =  س  ء[  
                 Α  

  
  
  
B    ،  ص    د س     بدلالة   ص ، د   نعوض  عن  قیم   س   

  :  نحاول  ان نختصر  التكاملات  وأخد عامل  مشترك  مع   ملاحظة  
  
ب جتاص         =   ص  ٢  جــتا٢ب)  =      ص ٢  جا- ١  ( ٢ب=     ص     ٢   جــا٢  ب- ٢ب)     =    ص  ٢  جــا ٢ب (  Α٢  - ٢ب   &

                       Α٢  
      )  س   ٢جتــا   -  ١=     (   س ٢،  جتـا   )  س   ٢جتــا+   ١=     (   س ٢                          جتـا

  
  
&  Αب ظــاص          =   ص  ٢  ظــا٢ب  )  =     ١ – ص ٢قا  ( ٢ب  =          ٢ب   - ص٢   قــا٢ب=        ٢ب   -)  ص  ٢   قــا٢ب(   ٢

              Α٢ 
  
ب قــاص         =   ص  ٢  قــا٢ب)  =      ص ٢ظـا +  ١  ( ٢ب=     ص     ٢   ظــا٢ب+   ٢ب)     =    ص  ٢  ظــا ٢ب  ( Α٢ + ٢ب   &

                      Α٢  
*****************************************************************************************************************  

   }١ -  { -  Ν  ∈إذا كانت  ن  :  حالات خاصة 
   

  ث    +     س١ +ن اتج=     س  جتا س  ء س  نجا)       ١      
   ١+                                                       ن  

         
  ث    +     س١+ ن جا  -=  ء س   )  جا س  -( س ن   جتا-=   س  جا س  ء س  نجتا)       ٢      

  
   ١+                        ن                                                                               

١ 

٢ 

٣ 

١  
٢ 

١  
٢ 
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 ٢٥٠

  
  ث    +  س١+ ن ظا =     س  ء س  ٢ س  قان ظا )    ٣       

  ١+                                                          ن 
 

  ث    +     س١+ ن اظت  - = ء  س  )  س  ٢ قتا-(  س ن ظتا   ٠-  = س  ء س  ٢ س  قتانظتا)     ٤       
   ١+     ن                                                                                                        

  ث    +     س١+ ن قا=     ء س  )   قا س ظا س (  س نقا)     ٥        
   ١+                                                                      ن  

  
  ث    +     س١+ ن قتا -  = ء س  )     قتا س ظتا س -( س ن       قتا-  =ء س  )   قتا س ظتا س (  س نقتا)       ٦         

   ١+ ن                                                                                                                                      
  ث    +   سن قا=     ء س  )   قا س ظا س (  س  ١-نقا=       س ظا س  ء س  ن قا)         ٧          

                                                                                                                   ن   
  

  ث    +   سن قتا -=  ء س  )   قتا س ظتا س -( س ١-ن    قتا-=  ء س  ) قتا س ظتا س (  س ١-نقتا =     س  ظتا سء  س ن قتا )   ٨     
          ن                                                                                                                                                            

  ء س )  س  جا س  ٢  حتا-جاس  =      ( جا س  ء س    )   س  ٢ جتا– ١=    (  س  جاس  ء س  ٢حا=       س  ء س ٣جا )   ٩      
   

  )  س ٣بنفس  الطریقة  لـ   حتا(ث                   +    س   ٣ جتا  ١ +  جتا س   -        =  
                               ٣  

    ء س ٢  ) ) س  ٢جتا +  ١  (          (=    ء س ٢  )  س٢جتا=      (  س  ء  س     ٢ س  جتا٢جتا=      س  ء س   ٤  جتا  ) ١٠       
                  

  ء س  )   )  س ٤جتا  +  ١+      ( س    ٢جتا    +  ١   ( =           ء  س   )  س ٢  ٢جتا+    س   ٢جتا +  ١(                          =  
  

  ث]  +   س  ٤جا ×           +               س   +    س   ٢جا  ×         ٢+ س                =              [  
  

  ث   +   س  ٤جا +            س  +            س  ٢جا +          س                =               
  
  

  ) س   ٤بنفس الطریقة  لـ  جا ( ث   +   س  ٤جا +             س ٢جا +          س                =               
  
  
     ء س ) س ٢ س قا٢ظا+   س   ٢  قا(=    س  ء  س   ٢قا)   س ٢ظا +  ١=      (   س  ء  س  ٢ س   قا٢قا=      س  ء س    ٤قا    )١١  
     

  )  س  ٤بنفس الطریقة    قتا( ث            +    س    ٣ظا+     ظا س    =      
  
   

  ء س )    س    ٢  ظا- س  ٢ س قا٢ظا=   ( س  ء  س   ٢ظا )  ١ - س ٢قا=      (   س  ء  س  ٢ س  ظا٢ظا=      س  ء س    ٤ظا)    ١٢  
     

  ء س )  )   ١ - س ٢قا  (  - س  ٢ س قا٢ظا        (         =
  

  )  س  ٤تاظبنفس الطریقة   ( ث             +   س   +    ظا س  - س   ٣     ظا       =  
  

***************************************************************************************  
  :   الدالة  الاسیة  واللوغاریتمیة

     اللوغاریتمیة الدالة
  : لاشتقاق ا:   اولاَ 

   )س (  دَ )  =   س ( دَ    ×           ١   =        صَ   ⇐)    س ( لو  د=  ص )  ١
  ) س ( د)                              س (                                                    د    

  مشتقة الدالة       ×   ١  )   =  أي دالة  ( أي ان  تفاضل  لو
                                            الدالة    
    ١ =     صَ  ⇐لو  س    =  ص )  ٢

                                                    ص

١  
٢ 

١  
٤ 

١  
٤ 

١  
٢ 

١  
٤ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٢ 

١  
٤ 

١  
٤ 

١  
٤ 

١  
٨ 

١  
٣٢ 

٣  
٨ 

١  
٤ 

١  
٣٢ 

١  
٣ 

١  
٣ 
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 ٢٥١

   )س (         دَ )   =  س ( دَ      ×    ١        × ١ =       صَ   ⇐        ) س (  لو  د)  =   س (      دلو =   ص   :    لاحظ

  ) س (  لو دΑلو )                           س (        دΑ                                  لو Α                                                      لو 
  

  التكامل : ثانیاَ   
     

  ث        +   |)   س (   د |لو  =        ء س   )س (  دَ     )١     
  )   س ( د              

  ث    +  |  الدالة  |لو     =  مشتقةث           تكامل      +   | الدالة   |لو  =       ء س   مشتقة               
               الدالة                                                                        الدالة 

  
  ث    +   س  -س  لو  س    =     ء سلوس  )     ٢     

  
  ث   )  +   س -س  لو  س  (   ن =   ن     لو  س     =      ء س  نلوس)    ٣     

  
  
  ث      +   س-س  لو  س     =     ء س  لو س     =  ء س  س     لو   )٤        

  Α              لو             Α                                             لو 
   

  ث    )  +   س -س  لو  س  (      ن   =   لو  سن        =       نس  لو  )    ٥       
  Α         لو Α                                               لو 

  
   : الدالة  الاسیة 

  )اتبعي القاعدة  فقط  :  ( الاشتقاق:  اولاَ 
  

  لو  الاساس           ×  تفاضل  الاس  ×   نفس الدالة  الاسیة  =  یة    تفاضل أي دالة  اس
  :   أي  ان  ) ١=   ولكن إذا كان اساسھ  ھـ  مانكتب لو  الاساس          لأن    لو ھـ           ( 

  
        سھـ =      صَ ⇐     سھـ =  ص  )  ١ 

  
  ) س ( دَ   ×   ) س ( دھـ =      صَ ⇐     ) س ( دھـ =  ص )   ٢
  
    Α    لو   سΑ=      صَ ⇐     س  Α=  ص  )  ٣
  
    Αلو  )   س ( دَ    ×   )س (   دΑ=      صَ ⇐     ) س (   دΑ= ص )   ٤
  
  ) وتفاضل  او تكامل حسب نوع الدالة     (   )  س ( د  =  )س ( لو  دھـ  =  ،    ص )      س ( د   =  )س ( دلو ھـ  =  ص )  ٥
  
        Α   ھـ  س     = Α    ھـلو س ھـ     =  Α+  لو س ھـ  =         و      ص Α+  س     =   )Α+  س ( لو ھـ  =   لاحظي  ھنالك فرق  بین     ص ) ٦
    

  )اتبعي القاعدة  فقط :  ( التكامل : ثانیاً 
  

  نفس الدالة  الاسیة  =  مشتقة الاس   ×    تكامل أي دالة  اسیة 
                                                       لو  الاساس            
       

  : أي  ان  )   ١=   ولكن إذا كان اساسھ  ھـ  مانكتب لو  الاساس          لأن    لو ھـ           ( 
  
  ث   +  سھـ =      ء  س  سھـ  )       ١ 

        
  ث      +  )س ( دھـ =     ء س      )  س ( دَ ×  )   س ( دھـ )          ٢
  
  

Α 

Α 

Α 

ھ

ھ
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 ٢٥٢

  
٣      ( Α ء  س  س     = Αث   +   س  

    Α                                لو  
     
٤          (Α د ) س ( دَ ×  )   س  (      ء س     =Α د ) ث      +  )س  

    Α                                                                لو
         )    ١ × س +  لو س  ×   ١(       ×  س لو سھـ  =     صَ ⇐   س لو سھـ    =    سلو  سھـ =    ص ⇐     سس  =  ص )  ٥

                        س                                                                                                                                   
   )  ١+ لو س   ( سس        =   

      
  ث    + سس =   ء  س   )   ١+ لو س   ( سس )         ٦ 

  
  
  

  : لاتوجد قاعدة   مباشرة  لتكامل ضرب  او قسمة دالتین 
  في حالة  الضرب  :  اولاَ 
  إذا یمكن  الضرب    نضرب  ثم   نكامل  )  ١

  لایمكن  الضرب) ٢
  

  
  
  

  نفرض  ان المقدار للدالة الخطیة   :                                               التكامل  بالتعویض   أي أن إذا كانت الدالة  قابلة للإشتقاق  خلال
  الاس الصعب بـ  ص نوجد  س بدلالة ص                                      والتي  لھا ذات :   فإن  }     ١ -  { -  Ν  ∈  الفترة  ف  وكان   ن  

       نفاضل  الطرفین    ثم نعوض  عن  قیم س ، ء س                                                                                                        
                  بدلالة  ص  ، ء ص            ث   +   ١  +ن )  ] س ( د [ =   س  ∀) س ( دَ ×  ن  )  ] س ( د       [ 

                                    ملاحظة  ممكن في بعض  الدوال لیست دالة   ١+   ن                                                              
  خطیھ 

                               ولكن  نحاول  ان نستخدم لھا  التكامل بالتعویضث +     ١  +ن ] الدالة   [ =   مشتقتھا    ×   ن]الدالة         [ 
                                          نفرض  والتي لھا الاس الصعب بـ ص  ثم نتبع ١+   ن                                                   

  الخطوات 
   

   : لدالتینفي حالة القسمة  :  ثانیاَ 
  في حالة  الضرب  :  اولاَ 

  قسمة دالتین 
  

  
  
  
  
  

                                              تحول  إلى حاصل ضرب دالتین وتفاضل على حسب ما سبق 
  
  
  
  
  
   
   

 احدى الدالتین  مشتقة الاخرى  لیست لایمكن   الضرب  او  احدى الدالتین  مشتقة الاخرى 
 

  یمكن  رفع   المقام للبسط 
 ١ - ≠ن  بحیث اس المقام  

  ١ یساوي  رفع  المقام  لأن  المقام  باس لایمكن   
 

 درجة المقام <  إذا كان  درجة  البسط     درجة المقام ≥إذا كان  درجة  البسط  

اما بالتحلیل  والاختصار  ثم  نكامل  إذا  كان  
  درجة  المقام > درجة  البسط 

  او قسمة   مطولة  ثم نختار طریقة  مناسیة
 للتكامل 

  وكان  البسط   مشتقة  المقام 
    

  ث   +  |)  س(   د |لو  =    ء  س  )س ( دَ    
  ) س (      د

  
  ث   +  |  الدالة   |لو          =  مشتقة   
  الدالة     
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  وفي الختام 
  
 ..فاليوم أنا معك وغداً في التراب..يا قارئ حظي لا تبكي على موتي

 
 !..فإن عشت فإني معك وإن مت فللذكرى

 
 ..على قبري لا تعجب من أمريويا ماراً 

 
  ... بالأمس كنت معك وغداً أنت معي

  

ونسأل االله العلي القدير أن نكون قد وفقنا فـي معالجـة موضـوعات              
الكتاب، كما نسأله تعالى أن ينفع به القارئ الكـريم، وأن يكـون فـي               

ن أتـى االله    ميزان حسناتنا يوم القيامة، يوم لا ينفع مال ولا بنون إلا م           
  .بقلب سليم

  
  ،،،واالله ولي التوفيق

  وصلى االله وسلّم على نبينا الأكرم
  
  
  

  الأستاذبقلم 
  حماد شعباناحمد 
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